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ПЕРЕДМОВА 
 
 
 У цих методичних вказівках та контрольних роботах з вищої 
математики для студентів заочної форми навчання викладено основні 
питання, необхідні для успішного засвоєння програми, і розв'язані 
типові задачі. 
 Кожна робота оформляється в окремому зошиті відповідно до 
варіанта. Кількість завдань у контрольній роботі задає викладач згідно 
з навчальним планом з математики відповідної спеціальності. Для 
зауважень рецензента треба залишити поля, а виправлення вносити в 
цьому ж зошиті. Іспити можна складати тільки захистивши роботи. 
 Номер варіанта повинен відповідати останній цифрі номера 
залікової книжки (шифру) студента. 
 
 
 
 
Зразок оформлення контрольної роботи: 
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з вищої математики 
Студента ________________________________________ 
________ курсу  групи  ____________________________ 
шифр студента ___________________________________ 
Домашня адреса 
_________________________________________________ 
_________________________________________________ 
       Підпис 
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ЕЛЕМЕНТИ ІНТЕГРАЛЬНОГО ЧИСЛЕННЯ 
 
Невизначений інтеграл 
Означення. Основні властивості 
  
 Функція F(x) називається первісною функції f(x), якщо її 
похідна дорівнює   f(x):  
)()( xfxF =′ . 
 
 Якщо F(x) – деяка первісна функції f(x), то F(x)+С, де С – 
довільна стала, дає нам сукупність усіх первісних функції f(x) і 
називається невизначеним інтегралом функції f(x). Позначення  
∫ += CxFdxxf )()( . 
 
 Основні властивості невизначеного інтеграла: 
1. ( ) )()( xfdxxf =′∫ . 
2. ( ) dxxfdxxfd )()( =∫ . 
3. ∫ +=′ Cxfdxxf )()( . 
4. ∫ ∫= dxxfadxxaf )()( . 
5. ( ) ∫ ∫∫ ±=± dxxgdxxfdxxgxf )()()()( . 
 
 
Таблиця основних інтегралів: 
 
1. Cuduu ++=
+
∫ 1
1
α
αα ,   ( )1−≠α .       5. ∫ += Cuudu sincos . 
1'. Cu
u
du +=∫ 2 .         6. ∫ += Ctgu
u
du
2cos
. 
1''. C
uu
du +−=∫ 12 .        7. ∫ +−= Cctguu
du
2sin
. 
2. Cu
u
du +=∫ ln .        8. ∫ +=− Ca
u
ua
du arcsin
22
. 
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3. C
a
adua
u
u +=∫ ln .        9. ∫ +++=+ Cmuumu
du 2
2
ln . 
3'. Cedue uu +=∫ .      10. Ca
uarctg
aau
du +=+∫
1
22
. 
4. ∫ +−= Cuudu cossin .      11. Cau
au
aau
du ++
−=−∫ ln2
1
22
. 
 
 
де u=u(x) – деяка функція від х.  
 
 
 Приклад. Cexdedxxe xxx +== ∫∫ 333 )(3 32 . 
Ми скористалися формулою 3', де u=x3.  
 
 
 
Інтегрування частинами 
 
 Формула інтегрування частинами 
∫ ∫−= vduuvudv  
застосовується для обчислення інтегралів вигляду 
dxexP ax∫ )( ,                     ∫ bxdxxP cos)( , 
∫ bxdxxP sin)( ,                   ∫ xdxxP ln)(  
і деяких інших, де Р(х) – многочлен. 
 
 Приклад 
x
x
x
evdxdu
dxedvxu
dxxe 3
3
3
3
1;
;
==
===∫ Cexedxexe
xxxx
+−=−= ∫ 9333
3333
. 
 
 Приклад 
=−==
===∫ xvxdxdu
xdxdvxuxdxx
cos;2
sin;sin
2
2 ∫ =+− xdxxxx cos2cos2  
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xvdxdu
xdxdvxu
dxxxxx
sin;
cos;
cos2cos2 ==
===+−= ∫ = 
= ∫−+− xdxxxxx sin2sin2cos2 = Cxxxxx +++− cos2sin2cos2 . 
 
 
 Приклад 
6
;
;ln
ln 6
5
5
xv
x
dxdu
dxxdvxu
xdxx ==
==
=∫ = dxx
xxx ∫− 66
ln 66 = Cxxx +−
366
ln 66
. 
 
 Зауважимо, що в інтегралах вигляду 
,sin ,cos bxdxxbxdxx nn ∫∫  dxex axn∫  завжди за u беремо хп, а в 
інтегралах вигляду  ,ln xdxxn∫ ,arcsin bxdxx n∫  arctgbxdxxn∫    за u 
беремо відповідно lnx,       arcsinbx, arctgbx. 
 
 
 
Інтегрування раціональних дробів 
 
 Раціональний дріб (відношення многочленів будь-яких 
степенів) називається правильним, якщо степінь чисельника менший 
степеня знаменника. У протилежному разі він називається 
неправильним. 
 З неправильного дробу треба виділити цілу частину. Для цього 
чисельник ділять на знаменник за методом кута: 
 
 
Приклад.  Виділити цілу частину з неправильного 
раціонального дробу ଶ௫
యାଷ௫మି௫ା଺
௫మାଶ௫ାଷ
. 
 Розв’язання. Поділимо многочлени за методом кута: 
2ݔଷ ൅ 3ݔଶ െ ݔ ൅ 6 ݔଶ ൅ 2ݔ ൅ 3
2ݔଷ ൅ 4ݔଶ ൅ 6ݔ 2ݔ െ 1   
          െݔଶ െ 7ݔ ൅ 6  
          െݔଶ െ 2ݔ െ 3  
                   െ5ݔ ൅ 9  
      
Тут 2ݔ െ 1 – ціла частина,  െ5ݔ ൅ 9  – залишок. 
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 Отже: ଶ௫
యାଷ௫మି௫ା଺
௫మାଶ௫ାଷ
ൌ 2ݔ െ 1 ൅ ିହ௫ାଽ
௫మାଶ௫ାଷ
. 
 
 Правильний дріб розкладаємо у суму найпростіших дробів. 
Найпростішими дробами називаються вирази вигляду: 
 1) ஺
௫ି௔
;      2) ஻
ሺ௫ି௔ሻ೙
,     ሺ݊ ൐ 1, ݊ א ܰሻ; 
 3) ா௫ାி
௫మା௣௫ା௤
,     4) ா௫ାி
ሺ௫మା௣௫ା௤ሻ೘
,     ሺ݉ ൐ 1, ݉ א ܰሻ. 
 
У 3) і 4) дискримінант знаменника D<0. 
 Дріб 4) розглядати не будемо. 
 Найпростіші дроби 1)-3) інтегруються наступним чином: 
CaxA
ax
Adx +−=−∫ ln ; 
C
axn
BaxdaxBdx
ax
B
n
n
n
+−−−=−−=− −∫ ∫ 1))(1()()()( ; 
=++
+∫ dx
xx
x
54
94
2
( )
2
2 2 4 1
4 5
+ +
+ +∫
x
dx
x x
 = (у чисельнику виділяємо похідну 
знаменника)  
2 2
2 42
4 5 4 5
+= + =+ + + +∫ ∫
x dxdx
x x x x
  (у знаменнику 
другого інтеграла  виділяємо  повний  квадрат)  
( )2 2 2
2 42
4 5 2 1
+= + =+ + + +∫ ∫
x dxdx
x x x
 
( ) ( )22ln 4 5 arctg 2= + + + + +x x x C . 
 Розклад правильного дробу в суму найпростіших дробів і 
знаходження невідомих коефіцієнтів розглянемо на наступному 
прикладі. 
 Приклад.  Правильний дріб 
24
23
4
82
xx
xx
−
++   розкласти у суму 
найпростіших дробів. 
 Розв'язання. Спочатку розкладемо знаменник на множники 
( )( )4 2 24 2 2− = − +x x x х x . 
Кореню х = 0 (кратність 2) відповідає два доданки, кореню х = 2 
відповідає один доданок, кореню х = -2 відповідає один доданок. 
Коефіцієнти А, В, С і D невідомі 
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 Отже: ( )( )
3 2 3 2
4 2 2 2
2 8 2 8
2 24 2 2
+ + + += = + + +− +− − +
x x x x A B C D
x x xx x x x x x
. 
Для знаходження невідомих коефіцієнтів А, В, С і D зводимо 
до спільного знаменника праву частину і знаменники відкидаємо. 
)2()2()2)(2()2)(2(82 2223 −++++−++−=++ xDxxCxxxBxxxAxx
 
            У правій частині розкриємо дужки та згрупуємо за степенями х.  
=−+++−+−=++ 23233223 224482 DxDxCxCxBxBxAAxxx  
                   ABxxDCAxDCB 44)22()( 23 −−−++++= . 
 
 Маємо тотожність. Многочлен ліворуч з відомими 
коефіцієнтами дорівнює  многочлену праворуч з невідомими 
коефіцієнтами. 
Прирівнюючи коефіцієнти при однакових степенях х, 
отримаємо систему лінійних алгебраїчних рівнянь з чотирма 
невідомими: А, В, С і D. 
3
2
1
0
B C D 1;x
A 2C 2D 2;x
4B 0;                 B 0,x
4A 8;                À -2x
+ + =⎧⎪ + − =⎪⎨− = ⇒ =⎪⎪− = ⇒ =⎩
   
⎩⎨
⎧
=−
=+
;422
;1
DC
DC
  
2
3=C ; 
2
1−=D . 
Отже: 
2
2
1
2
2
3
2
4
82
224
23
+−−+−=−
++
xxxxx
xx . 
 
 
Інтегрування виразів, що містять лінійну ірраціональність 
 
 
 Інтеграл від виразу, який містить корені різного степеня з 
одного лінійного виразу ax+b в цілих додатних степенях, зводиться 
заміною ax+b=tn до інтеграла від раціонального дробу, де п – 
найменше спільне кратне показників коренів.  
 Приклад. Обчислити ׬ ௫ାଶ√௫ାହ
√௫ାହయ
݀ݔ. 
 Розв’язання. 
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׬
௫ାଶ√௫ାହ
√௫ାହయ
݀ݔ ൌ ൤
ݔ ൅ 5 ൌ ݐ଺; ݔ ൌ ݐ଺ െ 5
݀ݔ ൌ 6ݐହ݀ݐ; ݐ ൌ √ݔ ൅ 5ల
൨ ൌ  
ൌ ׬
൫௧లିହାଶ௧య൯଺௧ఱௗ௧
௧మ
ൌ 6 ׬ሺݐ଺ ൅ 2ݐଷ െ 5ሻݐଷ݀ݐ ൌ  
ൌ 6 ׬ሺݐଽ ൅ 2ݐ଺ െ 5ݐଷሻ݀ݐ ൌ 6 ቀ
௧భబ
ଵ଴
൅ ଶ௧
ళ
଻
െ ହ௧
ర
ସ
ቁ ൅ ܥ ൌ  
ൌ 6 ቆ
ቀ √௫ାହయ ቁ
ఱ
ଵ଴
൅
ଶቀ √௫ାହల ቁ
ళ
଻
െ
ହቀ √௫ାହయ ቁ
మ
ସ
ቇ ൅ ܥ. 
 
Приклад. Обчислити  ∫ + 2xdx . 
 Розв'язання. 
2 2 2 2 2
2 2 4
2 2 22
= = + −= = = = − =+ + ++ =∫ ∫ ∫ ∫ ∫
x t ; dx tdtdx tdt t dt
dt dt
t t tx t x
 
2 4 2 2 4 2= − + + = − + +t ln t C x ln( x ) C . 
 
 
Інтегрування тригонометричних виразів 
 
 Інтегрування виразів вигляду xx qp cossin , де р та q – цілі 
числа. 
 
а) якщо  р або q - непарне число, ми відділяємо від непарного 
степеня один множник та приєднуємо його до диференціала. Потім 
увесь підінтегральний вираз виражаємо через одну функцію: 
 Приклад. Знайти ∫ xdxx 32 cossin . 
 Розв’язання.  
=== ∫∫∫ )(sincossincoscossincossin 222232 xxdxxdxxxxdxx  
=−=−= ∫∫∫ )(sinsin)(sinsin)(sin)sin1(sin 4222 xxdxdxdxx  
Cxx +−=
5
sin
3
sin 53
; 
 
 б) якщо  р та q – парні невід'ємні, знижуємо степені, 
користуючись формулами: 
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)2cos1(
2
1cos2 xx += ,     )2cos1(
2
1sin2 xx −= . 
   Приклад. Знайти xdx3sin2∫ . 
 Розв'язання. 
Cxxxdxdxdxxxdx +−=−=−= ∫∫∫∫ 6sin12
1
2
16cos
2
1
2
1)6cos1(
2
13sin 2 . 
 
 
 
Інтегрування виразів, які раціонально залежать від  sinx  та  cosx 
 
Для інтегрування таких виразів застосовується підстановка txtg =
2
. 
Тоді:  
21
2sin
t
tx += ,  2
2
1
1cos
t
tx +
−= , 
arctgtx 2= ,  
21
2
t
dtdx
+
= , 
 Приклад. Знайти ∫ + x
dx
cos2
. 
 Розв'язання.
2
xtgt = ,   21
2
t
dtdx += ,   2
2
1
1cos
t
tx +
−= . Тоді  
׬
ௗ௫
ଶାୡ୭ୱ ௫
ൌ ׬
మ೏೟
భశ೟మ
ଶାభష೟
మ
భశ೟మ
ൌ 2 ׬
ௗ௧
௧మାଷ
ൌ ଶ
√ଷ
ܽݎܿݐ݃ ௧
√ଷ
൅ ܥ ൌ ଶ
√ଷ
ܽݎܿݐ݃ ൬
௧௚ೣమ
√ଷ
൰ ൅ ܥ.   
 
 
 
Інтегрування виразів, які містять ірраціональності від 
двочленів другого степеня 
 
Для виразу 22 ax + , робимо заміну atgtx = , тоді 
taax sec22 =+ ,  tdtadx 2sec= ,  
a
xarctgt = . 
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Для виразу 22 xa −  робимо заміну tax sin= , тоді 
taxa cos22 =− ,  tdtadx cos= ,     
a
xt arcsin= . 
Для виразу 22 ax −  робимо заміну tax sec= , тоді 
atgtax =− 22 ,  tgtdttadx ⋅= sec ,     
x
at arccos= . 
 Приклад. Знайти інтеграл dxxa∫ − 22 . 
 Розв'язання. Зробимо заміну tax sin= , тоді  
 
∫∫∫∫ =+===− dttatdtatdtatadxxa )2cos1(2coscos cos
2
2222  
=+⋅+=++= Ctta
a
xaCtata cossin2
4
arcsin
2
2sin
42
2222
 
Cxax
a
xa +−+= 22
2
2
arcsin
2
. 
 При обчисленні останнього доданка враховано, що  
a
xt =sin ,      
a
xa
a
xt
222
1cos −=⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−= . 
 
 
 
Визначений інтеграл 
 
 
Означення. Нехай на замкненому проміжку [a; b] задана 
неперервна функція )(xfy =  і bxxxa n =<<<= ...10  - довільне 
розбиття відрізка [a; b]. 
Сума вигляду nnn cfcfcffS Δ++Δ+Δ= )(...)()()( 2211 , 
де ск – деяке число з сегмента [ ]kk xx ;1− , а 1−−=Δ kkk xx , називається 
інтегральною сумою функції )(xf  на відрізку [a; b]. 
 Визначеним інтегралом від функції )(xfy =  на відрізку [a; b] 
називається границя послідовності інтегральних сум при 
необмеженому подрібненні розбиття відрізка [a; b] і  max 0k →Δ :  
 12
)(lim)( fSdxxf
b
a
n∫ = . 
 Число а називається нижньою межею інтегрування, b – 
верхньою. 
 
 
Формула Ньютона-Лейбниця 
 
Якщо F(х)  - деяка первісна функції )(xf , то має місце 
формула 
∫ −=
b
a
aFbFdxxf )()()( . 
Останню різницю часто позначають baxF )( , а саму формулу 
називають формулою Ньютона-Лейбниця. 
 Приклад. Обчислити інтеграл ∫
π
0
sin xdx . 
 Розв'язання. 
2)0cos()cos(cossin 0
0
=−−−=−=∫ ππ
π
xxdx . 
 
 
 
Властивості визначеного інтеграла 
 
 1. Якщо )(xf >0, то 0)( >∫
b
a
dxxf   (a<b).  
2. ( ) ( )=∫ ∫
b b
a a
Af x dx A f x dx . 
 3. ( ) ( )= −∫ ∫
b a
a b
f x dx f x dx .  
4. ∫∫∫ ±=±
b
a
b
a
b
a
dxxgdxxfdxxgxf )()())()(( . 
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 5. Якщо   a<c<b,   то   ∫∫∫ +=
b
c
c
a
b
a
dxxfdxxfdxxf )()()( . 
 6. Якщо )(xf  неперервна на відрізку[a,b],то можна знайти таку точку 
     с між а і b, що ( ) ( ) ( )= −∫
b
a
f x dx b a f c . 
 
 
Заміна змінної у визначеному інтегралі 
 
 У визначеному інтегралі заміна змінної може бути виконана 
двома способами: 
1. У визначеному інтегралі безпосередньо проводиться заміна 
змінної; при цьому змінюється не тільки підінтегральний 
вираз, але й межі інтегрування. 
2. Заміна змінної повністю проводиться в невизначеному 
інтегралі, а формула Ньютона-Лейбніца застосовується лише 
до кінцевого результату. 
 
Приклад. Обчислити інтеграл  ׬ ௗ௫
ଵା√ଷ௫ିଶ
݀ݔ଺ଵ ൌ ܫ. 
Розв'язання. І спосіб. 
ܫ ൌ
ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍݑ ൌ √3ݔ െ 2;      ݔ ൌ
ݑଶ ൅ 2
3
;      ݀ݔ ൌ
2
3
ݑ ݀ݑ
ݔн ൌ 1     ՜      ݑн ൌ √3 െ 2 ൌ 1       
ݔв ൌ 6     ՜      ݑв ൌ √3 · 6 െ 2 ൌ 4 ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې
 
=⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
+−=+
−+=+⋅= ∫ ∫∫∫
4
1
4
1
4
1
4
1 13
2
1
11
3
2
13
2
u
dududu
u
u
u
udu  
(формула 23 −= xu дозволяє нам отримати нові межі) 
2
5ln
3
22)2ln5ln3(
3
21ln
3
2 4
1
4
1 −=+−=⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ +−= uu . 
 
ІІ спосіб.  
==+=−==−+∫ 3
2;
3
2;23
231
2 ududxuxxu
x
dx  
=+−=+
−+=+=+⋅ ∫∫∫∫∫ 1323211132132132 udududuuuuuduuudu  
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CxxCuu ++−−−=++−= 123ln
3
223
3
21ln
3
2
3
2 . 
Тоді 
=+−−−=−+∫
6
1
6
1
6
1
123ln
3
223
3
2
231
xx
x
dx  
=
2
5ln
3
22)2ln5(ln
3
2)14(
3
2 −=−−− . 
 Цей приклад показує, що повертатись до початкової змінної у 
визначеному інтегралі не має сенсу.  
 
 
Формула інтегрування частинами для визначеного інтеграла 
 
∫∫ −=
b
a
b
a
b
a
vduuvudv . 
 Приклад. Обчислити інтеграл xdxxx cos)127(
0
4
2 ++∫
−
. 
 Розв'язання. 
xvdxxdu
xdxdvxxuxdxxx
sin;)72(
cos;127cos)127(
20
4
2
=+=
=++==++∫
−
=
∫
−−
=+−++=
0
4
0
4
2 sin)72(sin)127( xdxxxxx  
=−+=−==
=+== ∫
−−
0
4
0
4 cos2cos)72(cos;2
sin;72
xdxxx
xvdxdu
xdxdvxu
 
4sin24cos7sin2)4cos()1(7 04 −+=−−−−= −x . 
Тут двічі застосували метод інтегрування частинами. 
 
 
Обчислення площі плоскої фігури 
 
 Площа фігури, обмеженої двома неперервними кривими 
)(1 xfy = , )(2 xfy =  та двома прямими ݔ ൌ ܽ,   ݔ ൌ ܾ   ሺܽ ൏ ܾሻ, 
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причому )()( 12 xfxf >  на інтервалі ሺܽ; ܾሻ, обчислюється  за 
формулою 
dxxfxfS
b
a
))()(( 12 −= ∫ . 
 Приклад. Обчислити площу фігури, обмеженої параболою 
232 +−= xxy  та прямою 2+= xy . 
 Розв'язання. Спочатку знайдемо точки перетину двох даних 
ліній. Для цього треба розв'язати систему рівнянь: 
   ⎪⎩
⎪⎨
⎧
+=
+−=
.
,
2xy
2x3xy 2  
Її розв'язок: 01 =x ;  21 =y ; 42 =x ;  62 =y .  
Тоді  ܽ ൌ 0;   ܾ ൌ 4;    ;2)(2 += xxf      23)( 21 +−= xxxf ; 
Нижче на рисунку наведено фігуру, площу якої треба знайти. 
S 
 x
 y 
 ( )
3
210 )23()2(
4
0
2 =+−−+= ∫ dxxxxS (кв.од.). 
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Обчислення довжини дуги плоскої кривої 
 
 Якщо крива задана в параметричній формі 
⎩⎨
⎧
=
=
)(
)(
tyy
txx
,         21 ttt ≤≤ , 
то довжина її дуги обчислюється за формулою 
( ) ( ) dtyxL t
t
tt∫ ′+′= 2
1
22
. 
 Приклад. Обчислити довжину дуги кривої 
⎩⎨
⎧
−=
−=
)cos1(2
)sin(2
ty
ttx
,         π20 ≤≤ t . 
Розв'язання. 
);cos1(2 txt −=′      ;sin2 tyt =′  
=++−= ∫ dttttL
π2
0
22 sin4)coscos21(4
16
2
sin4)cos1(22
2
0
2
0
==− ∫∫ dttdtt
ππ
. 
Якщо крива задана рівнянням )(xfy =  ( bxa ≤≤ ), то 
довжина її дуги визначається за формулою 
dxxfL
b
a
∫ ′+= 2))((1 . 
 Приклад. Обчислити довжину дуги кривої )ln(cos xy = , 
4
0 π≤≤ x . 
 Розв'язання. 
;)( tgxxf −=′      ;
cos
1
))((1
2
2
x
xf =′+  
∫∫ ==
4
0
4
0
2 x
dxdx
x
1L
ππ
coscos
. 
 Скористаємось формулою: 
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∫ +⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ += C
42
xtg
x
dx πln
cos
. 
Отже: π
8
3tgL ln=
 
(од.) 
Якщо крива задана у полярній системі координат рівнянням 
)(ϕρρ = ,де  ( βϕα ≤≤ ), то довжина її дуги визначається так: 
( ) ϕρρβ
α
dL ∫ ′+= 22 . 
 Приклад. Обчислити довжину дуги кривої 
3
sin3 ϕρ = ,   
2
30 πϕ ≤≤ . 
 Розв'язання. ;
3
cos
3
sin2 ϕϕρ =′  
∫ ∫ ==+= 2
3
0
2
3
0
2246
3
sin
3
cos
3
sin
3
sin
π π
ϕϕϕϕϕϕ ddL  
   
4
3
3
2sin
4
3
2
1
2
3
2cos1
2
3
0
2
3
0
2
3
0
πϕϕϕ
ϕ πππ
=−=
−
= ∫ d . 
 
 
 
Обчислення об'єму тіла обертання 
 
 Об'єм тіла, утвореного обертанням навколо осі абсцис фігури, 
обмеженої неперервною кривою )(xfy = , віссю абсцис та прямими 
ax = , bx =  )( ba < , знаходиться за формулою 
( ) dxxfV b
a
∫= 2)(π . 
 Аналогічно, об'єм тіла обертання навколо осі ординат фігури, 
обмеженої кривою )(yfx = , віссю ординат та прямими cy = , dy =  
)( dc < , обчислюється за формулою 
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( ) dyyfV d
c
∫= 2)(π . 
 Приклад. Знайти об'єм тіла, отриманого при  обертанні 
навколо осі абсцис фігури, обмеженої параболою 23 xxy −=  та 
прямою xy −= 3 . 
 Розв'язання. Розв'язавши систему рівнянь 
⎪⎩
⎪⎨⎧ −=
−=
xy
xxy
3
3 2 , 
отримаємо дві точки перетину параболи та прямої: )2;1(1M , )0;3(2M . 
Спочатку знайдемо 1V  - об'єм тіла, отриманого при обертанні 
навколо осі абсцис фігури, обмеженої параболою 23 xxy −= , 
прямими х=1 та х=3 та віссю абсцис 
( ) ππ 4,633
1
22
1 =−= ∫ dxxxV . 
 Далі знаходимо 2V  - об'єм тіла, отриманого при обертанні 
навколо осі абсцис фігури, обмеженої прямою xy −= 3 , прямими х=1, 
х=3 та віссю абсцис 
( ) ππ
3
83
3
1
2
2 =−= ∫ dxxV . 
Тоді шуканий об'єм 
πππ
15
56
3
84,621 =−=−= VVV (куб.од.). 
 
 
 
Обчислення площі поверхні тіла обертання 
 
Площа поверхні S , яка утворення обертанням кривої ( )xfy = , де ݔ א ሾܽ, ܾሿ, навколо осі Ох, обчислюється за формулою 
( )∫ ′+= b
a
2 dxxf1xf2s ))((π . 
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 Функція ( )xfy = повинна бути на відрізку ሾܽ, ܾሿ неперервною 
разом із своєю похідною. 
  
Приклад. Знайти площу поверхні, утвореною обертанням 
петлі кривої ݔ ൌ ܽݐଶ, ( ) 33taty 2 /−= навколо осі Ох. 
 Розв’язання. З рівняння ݕ ൌ 0 обчислюємо значення 
параметра t, де петля перетинає вісь Ох. 
Отже: ݐ א ൣ0; √3൧. 
( ) ( )( ) =+−=−+−= ∫∫ dttttadtttttaS   1332)1(4332
3
0
22
3
0
2
2222
2 ππ
 
2
23
0
246
2 3
2
9
2
9
6
27
3
2
2
3
263
2 aattta πππ =⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −−=⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −−=   (кв. од.). 
 
 
Невласні інтеграли 
 
Інтеграли на нескінченному проміжку. Нехай функція 
)(xfy = неперервна на проміжку [a;+∞], тоді невласним інтегралом  
∫
+∞
a
dxxf )(  називається границя ∫+∞→
N
aN
dxxf )(lim . 
Якщо границя існує, то інтеграл називається збіжним. Якщо 
границя не існує, то інтеграл називається розбіжним. 
 
 Приклад . Обчислити інтеграл ∫
+∞
+0 2 4x
xdx . 
 Розв'язання. 
( )
( ) .4ln
2
14ln
2
1lim
4ln
2
1lim
4
lim
4
2
0
2
0
2
0
2
−+=
=+=+=+
∞→
∞→∞→
+∞
∫∫
N
x
x
xdx
x
xdx
N
N
N
N
N
 
 )4ln( 2 +N  прямує до +∞  при +∞→N . 
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 Отже, даний інтеграл розбігається. 
 
 Приклад. Обчислити інтеграл ∫∞ +0 4 4x
xdx
. 
 Розв'язання. 
( )( )∫∫∫ =+=+=+ ∞→∞→
∞ N
NN x
xd
x
xdx
x
xdx
0
222
2
4
0
4
2
lim
2
1
4
lim
4
  
82
lim
4
1
2
lim
4
1 2
0
2 π=== ∞→∞→
Narctgxarctg
N
N
N
. Інтеграл збігається і 
чисельно дорівнює  
8
π
. 
Аналогічно визначаються інші інтеграли на нескінченному 
проміжку: 
∫∫
−∞→∞→
+∞
∞−
=
N
MN
M
dxxfdxxf ;)(lim)(  
∫∫
−∞→∞−
=
b
M
M
b
dxxfdxxf )(lim)( . 
Інтеграл від розривної функції. Розглянемо інтеграл ∫
−
1
1
2x
dx
.  
Якщо скористатися формулою Ньютона-Лейбніца, отримаємо 
2111
1
1
1
1
2 −=−−=−=
−−
∫ xxdx . 
Ми отримали хибний результат, тобто від'ємне значення 
інтеграла від додатної функції, тому що застосували формулу до 
розривної функції. 
 Нехай функція )(xf  неперервна в усіх точках відрізка [a;b], 
крім точки с. Інтеграл від такої функції беремо наступним чином: 
1.  Вилучаємо точку розриву разом з невеликим околом 
 
         c-α         c+α          ሺߙ ൐ 0ሻ. 
                            a                c                  b            х 
 
2. Обчислюємо інтеграл по частинах відрізка, що залишились: 
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׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ
௖ିఈ
௔ ൅ ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕
௖ାఈ . 
 Переходимо до границі при 0→α . 
 Якщо ця границя існує, то беремо її як значення інтеграла. В 
цьому випадку інтеграл називається збіжним. 
 Якщо границя не існує, то інтеграл називається розбіжним, у 
нього ніякого числового значення немає. 
 
 
׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕
௔ ൌ limఈ՜଴ ቀ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ
௖ିఈ
௔ ൅ ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ
௕
௖ାఈ ቁ. 
. 
Приклад. Обчислити інтеграл ׬ ௗ௫
௫మ
ଵ
ିଵ . 
Розв'язання. ׬ ௗ௫
௫మ
ଵ
ିଵ ൌ limఈ՜଴ ቀ׬
ௗ௫
௫మ
ିఈ
ିଵ ൅ ׬
ௗ௫
௫మ
ଵ
ఈ ቁ ൌ 
ൌ limఈ՜଴ ൭െ
ଵ
௫
ቚ
െߙ
െ1
൅ െ ଵ
௫
ቚ
1
ߙ
൱ ൌ limఈ՜଴ ቀ
ଵ
ఈ
െ 1 െ 1 ൅ ଵ
ఈ
ቁ ൌ ൅∞.   
Отже, даний інтеграл розбігається. 
 
 
 
КРАТНІ ІНТЕГРАЛИ 
 
Подвійний інтеграл. Подвійний інтеграл має вигляд 
( ) ., dxdyyxfI
D
∫∫=  
 Обчислення подвійного інтегралу зводиться до обчислення 
повторних інтегралів. Тобто якщо ݖ ൌ ݂ሺݔ, ݕሻ визначена і обмежена у 
області D, яка має кусково–гладку межу { })()(, 21 xyyxybxa ≤≤≤≤ , 
тоді 
( ) ( )
( )
dyyxfdxdxdyyxf
D
b
a
xy
xy
∫∫ ∫ ∫=
)(2
1
,, . 
Причому спочатку обчислюється внутрішній інтеграл по 
змінній y , а одержаний результат інтегрується по змінній x . 
Якщо область D має межу { },)()(
,21 dycyxxyx ≤≤≤≤ ,то 
( ) ( )∫ ∫∫∫ = d
c
yx
yxD
dxyxfdydxdyyxf
)(
)(
2
1
,, . 
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Приклад. Змінити порядок інтегрування 
( )∫ ∫e
x
dyyxfdx
1
1
ln
, . 
Розв’язання. Визначимо область D. Вона обмежена лініями: 
.ln,, xy1y1x === На рисунку вона заштрихована.  
 
 D 
 
 
Спроектуємо область D на вісь Oy , це відрізок [ ]1,0 . 
Функцію xy ln=  запишемо у вигляді yex = . Таким чином, 
змінивши порядок інтегрування, маємо 
 ( ) ( )∫ ∫ ∫ ∫=e
x
e y
dxyxfdydyyxfdx
1
1
ln
1
0 1
,, . 
Зміна порядку інтегрування іноді дозволяє зменшити об’єм 
обчислень. 
 
 
 
Потрійний інтеграл. Потрійний інтеграл має вигляд ( )dxdydzzyxfI
v
∫∫∫= ,,, . 
Обчислення потрійного інтегралу зводиться до обчислення повторних 
інтегралів. Тобто, якщо функція ( ),,, zyxf визначена і обмежена у 
області V, яка має вигляд циліндричного тіла, проекція якого на 
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площину xOy  є область D і яке обмежене знизу поверхнею ݖ ൌ
ݖଵሺݔ, ݕሻ, а зверху – ݖ ൌ ݖଶሺݔ, ݕሻ, тоді  
( )∫∫∫ =
V
dxdydzzyxf ,, ∫∫
D
dxdy ( )∫
),(
),(
2
1
,,,
yxz
yxz
dzzyxf . 
 
 Інтегруванням по z потрійний інтеграл зводиться до 
подвійного інтегралу по області  D. Якщо область  D:  
 ( ) ( ){ }xyyxybxa 21   , ≤≤≤≤  або ( ) ( ){ }yxxyxdyc 21  , ≤≤≤≤ , то 
 
( )
( )
( )
( )
( ) ( )
( )
( )
( )
( )
dzzyxfdxdydzzyxfdydxI
d
c
yx
yx
yxz
xyz
b
a
xy
xy
yxx
yxz
2
1
2
1
2
1
2
1
∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫ ==
,,
,
,,,, . 
 
 Приклад. Обчислити ,dxdydzze
V
x∫∫∫  якщо область V 
обмежена поверхнями: ݔ ൌ 1, ݔ ൌ 2, ݕଶ ൅ ݖଶ ൌ 1  і  ݖ ൌ 0  ሺݖ ൐ 0ሻ. 
 Розв’язання. Циліндр V розташований між площинами ݔ ൌ 1   
і ݔ ൌ 2. Коли ݖ ൌ 0, він перетинає площину xOy по лініям ݕ ൌ െ1 і   
ݕ ൌ 1. Бічна поверхня циліндру, коли ݖ ൐ 0, має рівняння ݖ ൌ
ඥ1 െ ݕଶ.  
 Отже,  ( ) =−==∫∫∫ ∫∫ ∫ ∫ ∫
−
−
dyydxezdzdxdyedxdydzze
V D
y
xxx
21
0
2
1
1
1
21
2
1
 
 ( ) ( )1
3
2
3
11
3
11
2
1
3
1
2
1 12
1
1
3
2
1
−=⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −+−−=⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −⋅=
−
eeeeyyex . 
Подвійні і потрійні інтеграли широко застосовуються при 
розв’язуванні великої кількості різноманітних задач геометрії, фізики, 
механіки та інших наук. 
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Заміна змінних у кратних інтегралах 
 
 Іноді при розв’язуванні деяких задач з’являється потреба у 
заміні змінних у подвійному чи потрійному інтегралах. У подвійному 
інтегралі  
׭ ݂ሺݔ, ݕሻௌ ݀ݔ݀ݕ ൌ ׭ ݂൫ݔሺݑ, ݒሻ, ݕሺݑ, ݒሻ൯|ܫ|݀ݑ݀ݒௌ . 
 
 Вираз dudvI  називається елементом площі у криволінійних 
координатах vu, . Треба щоб функції ( )vux ,  і ( )vuy ,  були неперервні 
із своїми частинними похідними і взаємно однозначно відображали 
область ܵ  у область ܵ .  
Визначник другого порядку 0≠
∂
∂
∂
∂ ∂
∂
∂
∂
=
v
y
u
y
v
x
u
x
I  має назву – якобіан. 
Наприклад, при переході до полярних координат: ϕρ cos=x ; 
ϕρ sin=y , якобіан має значення ρϕρϕ
ϕρϕ =−=
cossin
sincos
I . 
Тут ρ=u , ϕ=v . 
Отже, ( ) ( ) .sin,cos, ϕρρϕρϕρ ddfdxdyyxf
SD
∫∫∫∫
′
=  
У потрійному інтегралі:  
 
( ) ( ) ( ) ( )( ) dudvdwIwvuzwvuywvuxfdxdydzzyxf
VV
∫∫∫∫∫∫
′
= ,,,,,,,,,, . 
Вираз dudvdwI  називається елементом об’єму у 
криволінійних координатах wvu ,, . Треба щоб функції ( )wvux ,, , 
( )wvuy ,,  і ( )wvuz ,,  були неперервні із своїми частинними 
похідними і взаємно однозначно відображали область V у область V ′ .  
Визначник третього порядку 
 
 25
0≠
∂
∂
∂
∂
∂
∂ ∂
∂
∂
∂
∂
∂ ∂
∂
∂
∂
∂
∂
=
w
z
v
z
u
z
w
y
v
y
u
y
w
x
v
x
u
x
I  
 теж має назву – якобіан. 
Наприклад, при переході до сферичних координат: 
θϕ sincosrx = , θϕ sinsinry = , θcosrz = , якобіан дорівнює 
θsin2r .  
Тут ru = ; ϕ=v ; θ=w . Отже,  
( ) ( ) θϕθθθϕθϕ drddrrrrfdxdydzzyxf
V V
sin cos,sinsin,sincos,, 2∫∫∫ ∫∫∫
′
=  
 Приклад. Обчислити ∫∫ +S dxdyyx
x
22
,  
де S  - частина одиничного кола, яка лежить у першій чверті. 
 
 Розв’язання. Перейдемо до полярних координат.  
Тоді S ′  обмежена ߩ א ሾ0; 1ሿ і ߮ א ቂ0; గ
ଶ
ቃ. Отже, 
 ∫∫ ∫ ∫∫∫
′
====
+ S
1
0
2
0
2
0
1
0
2
S 22 2
1
2
dddddxdy
yx
x
π π
ϕρϕϕρρϕρϕρ sincoscos . 
Приклад. Обчислити ∫∫∫
V
22 dxdydzyx , де область V задана 
нерівностями: 122 ≤+ yx , 220 yxz +≤≤ . 
 
Розв’язання. Перейдемо до циліндричних координат: 
ϕρ cos=x ,  ϕρ sin=y  і zz = . Тут ρ=I . 
  Область V ′  буде визначатися нерівностями 10 ≤≤ ρ  і 20 ρ≤≤ z . 
 
  Отже ∫∫∫ ∫∫∫
′
=⋅⋅=
V V
dzdddxdydzyx ϕρρϕρϕρ 222222 sincos  
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 ∫ ∫ ∫∫∫ === π π
ρ
ρρϕϕρρϕϕϕ
2
0
1
0
1
0
7
2
0
2
0
522 2sin
4
1sincos
2
dddzdd  
 ( )
3264
24sin
4
1
64
1
8
4cos1
8
1
2
0
1
0
82
0
ππϕϕρϕϕ
ππ
==⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −=⋅−= ∫ d . 
 
 
 
ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ  РІВНЯННЯ 
 
 Рівняння називається диференціальним, якщо в нього крім 
шуканої функції входять її похідні або диференціали. 
 Порядок диференціального рівняння відповідає порядку 
старшої похідної, що входить в нього. 
Наприклад, xyy 2=′  та 12 =−′ yy  - рівняння першого 
порядку, а 04 =+′′ yy  та ( ) 02 =′+′′ yyy  - рівняння другого порядку. 
 
 
Диференціальне рівняння першого порядку 
 
 
З відокремлюваними змінними. Так називаються 
диференціальні рівняння, в яких можна відокремити змінні, тобто 
привести їх до вигляду 
dxxhdyyg )()( = . 
 Приклад. Розв'язати рівняння xyy 2=′ . 
 Розв'язання. xy
dx
dy 2= ;  xdx
y
dy 2= . 
Після того, як змінні відокремлені, інтегруємо ліву та праву 
частини 
∫∫ = xdxydy 2 ;   ;ln 2 Cxy +=    Cxey +=
2
. 
Отриманий розв'язок містить довільну сталу С і називається 
загальним розв'язком. Загальний розв'язок кожного рівняння першого 
порядку завжди містить одну довільну сталу. Для її знаходження 
необхідно знати початкову умову, тобто відоме значення функції при 
деякому відомому значенні аргументу. 
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Однорідні. Диференційне  рівняння першого порядку 
називається однорідним, якщо його можна записати у вигляді 
⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛=′
x
yfy . 
Наприклад, 
x
yy +=′ 1 ;  
2
1 ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛++=′
x
y
x
yy . 
Однорідне рівняння зводиться до рівняння з 
відокремлюваними змінними за допомогою заміни uxy = , де u – 
допоміжна шукана функція. 
Приклад. Розв’язати рівняння: yxyx +=′ .  
Розв’язання. Поділимо обидві частини рівняння на 0≠x . 
Тоді 
x
yy +=′ 1 , тобто маємо однорідне рівняння.  
Робимо заміну uxy = ; uxuy +′=′ ;  
x
uxuxu +=+′ 1 ; 
uuxu +=+′ 1 ;  1=′xu . Відокремимо змінні 
x
dxdu = . Тоді 
Cxu lnln += , або Cxxy ln= . 
 
 
Лінійні. Диференціальне рівняння першого порядку 
називається лінійним, якщо має вигляд 
)()( xqyxpy =+′ , 
де р(х) та q(x) – відомі функції від х. 
 Лінійне рівняння зводиться до двох рівнянь з 
відокремлюваними змінними за допомогою заміни uvy = , де u і v – 
допоміжні шукані функції від змінної x. 
 Приклад. Розв'язати диференціальне рівняння 
xexyyx −=+′ 22 . 
Розв'язання. Для зведення його до стандартного вигляду 
поділимо ліву та праву частини на 2x . Тут 0≠x : 
2
2
x
ey
x
y
x−
=+′   (тобто 
x
xp 2)( = ;  2)( x
exq
x−
= ); 
Отже, маємо лінійне диференціальне рівняння, яке 
розв’язуємо наступним чином: 
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;uvy =    ;vuvuy ′+′=′   2
2
x
e
x
uvvuvu
x−
=+′+′  . 
Далі у другому та третьому доданках виносимо за дужки u, а 
те, що залишається у дужках, прирівнюємо до нуля: 
 ;2 2x
e
x
vvuvu
x−
=⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ +′+′  
 02 =+′
x
vv . 
Це рівняння є рівнянням з відокремлюваними змінними.  
Знаходимо який-небудь його розв'язок. 
 ;2
x
v
dx
dv −=      ;2
x
dx
v
dv −=    ;lnln x2v −=   21xv = . 
Отже, ми знайшли один із співмножників у розв'язку, який ми 
шукаємо у вигляді uvy = . 
Для знаходження ݑ підставляємо знайдене v у рівняння  
2
−
′ =
xe
u v
x
. 
Тоді отримуємо        ݑ ଵ
௫మ
ൌ ௘
షೣ
௫మ
 ;         −′ = xu e . 
Звідси отримуємо другий співмножник             Ceu x +−= − . 
Знайдені функції дають загальний розв'язок: ݕ ൌ ି௘
షೣା஼
௫మ
. 
 
 
Диференціальні рівняння другого порядку 
 
 ( ) 0,,, =′′′ yyyxF  - загальний вигляд диференціального 
рівняння другого порядку. Загальний розв'язок такого рівняння має 
вигляд ),,( 21 CCxyy = , тобто залежить від двох довільних сталих. 
 Для визначення цих сталих використовуємо початкові умови, 
тобто відомі значення шуканої функції у та її похідної y ′  при даному 
значенні аргументу 0xx = . 
Нижче розглянемо два види найпростіших диференціальних 
рівнянь другого порядку, які розв’язуються методом зниження 
порядку.  
 
1. У рівнянні відсутня шукана функція, тобто рівняння має 
вигляд ( ) 0,, =′′′ yyxF . 
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Порядок рівняння знижується шляхом заміни zy =′ ,  zy ′=′′ , 
де ݖ ൌ ݖሺݔሻ – допоміжна шукана функція. 
 Приклад. Розв'язати рівняння 82 =′+′′ yy . 
 Розв'язання. Нехай zy =′ ,  zy ′=′′ . Тоді 82 =+′ zz . 
Відокремивши змінні, отримуємо 
dz
z
dz 2
4
−=− ;   1ln2)4ln( Cxz +−=− . 
Тоді 421 += − xeCz    або  421 +=′ xeCy  і, нарешті, 
2
2
1 42
1 CxeCy x ++−=  - загальний розв'язок рівняння. 
 
2. У рівнянні відсутня незалежна змінна, тобто воно має 
вигляд ( ) 0,, =′′′ yyyF .  
Порядок рівняння знижується шляхом заміни  )(ypy =′  - нова 
шукана функція від незалежної змінної у, яка в свою чергу є функція 
від x. 
Для y ′′  отримуємо співвідношення p
dy
dpy ⋅=′′ . 
 Приклад. Розв'язати рівняння ( ) 12 =′+′′ yyy . 
 Розв'язання. Нехай py =′ ;  p
dy
dpy ⋅=′′ . Тоді 12 =+ pp
dy
dpy . 
Відокремивши змінні, одержимо 
 
y
dy
p
pdp =− 21
. 
 Після його інтегрування маємо: 1
2 lnln2)1ln( Cyp +−=− . 
Або 
2
121
y
C
p =− , звідки 211 y
Cp −= , але )(ypy =′ . Отже   
2
11
y
C
dx
dy −= . 
Відокремивши змінні та проінтегрував його, одержимо 
загальний розв'язок рівняння 
21
2 CxCy +=− . 
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Лінійні диференціальні рівняння другого порядку 
зі сталими коефіцієнтами 
 
 Рівняння вигляду  )(xfqyypy =+′+′′  називається 
диференціальним рівнянням другого порядку зі сталими 
коефіцієнтами, якщо р та q – відомі числа, а )(xf  - відома функція. 
 Якщо 0)( =xf , рівняння називається однорідним, у 
протилежному разі – неоднорідним. Наприклад, рівняння 
023 =+′+′′ yyy  є однорідним, а рівняння xyyy sin23 =+′+′′  є 
неоднорідним. 
 Однорідні. Для розв'язання однорідного рівняння 
 0=+′+′′ qyypy  виписуємо так зване характеристичне рівняння 
02 =++ qpkk . 
1. Якщо характеристичне рівняння має два дійсні корені 1k  і  
2k  ( 21 kk ≠ ), тоді загальний розв'язок однорідного рівняння  має 
вигляд: 
   xkxk eCeCy 21 21 += . 
 
 Приклад . Знайти розв'язок рівняння 034 =+′−′′ yyy . 
 Розв'язання. Характеристичне рівняння 0342 =+− kk  має 
два дійсні корені: 11 =k , 32 =k . Отже 
   xx eCeCy 321 += . 
 
2. Якщо характеристичне рівняння має однакові дійсні корені 
kkk == 21 , тоді загальний розв'язок однорідного рівняння  має 
вигляд: 
   kxkx xeCeCy 21 += . 
 
 Приклад . Знайти розв'язок рівняння 044 =+′−′′ yyy . 
 Розв'язання. Характеристичне рівняння 0442 =+− kk  має 
однакові дійсні корені: 221 == kk . Отже 
   xx xeCeCy 22
2
1 += . 
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3. Якщо дискримінант D характеристичного рівняння 
від'ємний, воно має комплексні корені вигляду iβα ± , (тут 
2
p=α , 
2
D−=β  , 1−=i  - називають уявною одиницею),тоді загальний 
розв'язок однорідного рівняння  має вигляд: 
   )sincos( 21 xCxCey
x ββα += . 
 
Приклад. Знайти розв'язок рівняння 0134 =+′−′′ yyy . 
 Розв'язання. Дискримінант характеристичного рівняння 
01342 =+− kk   ܦ ൌ 16 െ 52 ൌ െ36. Тут 22
4 =−−=α ,  3
2
36 ==β . 
Отже  
   )3sin3cos( 21
2 xCxCey x += . 
 
 
Неоднорідні. Загальний розв'язок лінійного неоднорідного 
диференційного рівняння  )(xfqyypy =+′+′′  має  вигляд  
*yyy += ,   де y  - загальний розв'язок однорідного рівняння  (див. 
попередній пункт), а *y  - який-небудь частинний розв'язок 
початкового рівняння. Вигляд *y  залежить від вигляду )(xf . 
 
 
 Розглянемо деякі функції )(xf  у правій частини рівняння. 
 
1. )(xf  - многочлен степеня п - )(xPn . Тоді *y  шукаємо у 
вигляді многочлена того ж степеня п з невідомими коефіцієнтами - 
)(xQn , якщо 01 ≠k ,  02 ≠k . Якщо один з коренів характеристичного 
рівняння дорівнює нулю, то )(* xxQy n= . 
 Приклад. Знайти розв'язок рівняння xyy =′+′′ . 
 Розв'язання. Характеристичне рівняння 2k k 0+ =  має два 
дійсні корені: ݇ଵ ൌ 0, ݇ଶ ൌ െ1. Отже, xeCCy −+= 21 . 
*y  шукаємо у вигляді )(* BAxxy += , де А і В – невідомі, 
оскільки один з коренів характеристичного рівняння дорівнює нулю, а 
права частина – многочлен першого степеня. 
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 Отже, BxAxy += 2* . Тоді   ;2* BAxy +=′    Ay 2* =″ . 
Підставляємо ′*y  та ″*y  у рівняння: xBAxA =++ 22 . 
Прирівнюючи коефіцієнти при однакових степенях х у лівій та 
правій частинах рівняння, одержуємо систему відносно невідомих А та 
В: 
  
1
0
2 1
2 0
=
+ =
⎧⎨⎩
A ,x
    
A B .x
           
1
2
=A , 1= −В . 
Маємо частинний розв'язок xxy −=
2
2
*  і загальний розв'язок 
початкового рівняння:   
xxeCCy x −++= −
2
2
21 . 
 
2. mxaexf =)( . Тоді rmx xAey ⋅=* , де r – число коренів 
характеристичного рівняння, які дорівнюють m.  
 Приклад. Знайти загальний розв'язок рівняння 
xeyyy 222 =−′−′′ . 
Розв'язання. Корені характеристичного рівняння  11 −=k ,  
22 =k . 
xx eCeCy 221 += − ;   xAey x ⋅= 2*   (тут ݇ଶ ൌ ݉ ൌ 2, тому 
ݎ ൌ 1). 
 Знаходимо ′*y  та ″*y : ;2 22* xx AexAey +=′
xx AexAey 22* 44 +=″ . 
Підставляємо    *y , 
′
*y  та 
″
*y  у початкове рівняння: 
 ;22244 222222 xxxxxx exAeAexAeAexAe =−−−+  
 xx eAe 22 22 = .  Звідки  А=1, xey x2* = . 
 Загальний розв'язок рівняння: xeeCeCy xxx 2221 ++= − . 
 
3. bxNbxMxf sincos)( += . Тоді bxBbxAy sincos* += , 
якщо корені характеристичного рівняння не дорівнюють bi± , і 
xbxBbxAy )sincos(* +=  - в протилежному разі. 
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Приклад. Знайти загальний розв'язок рівняння 
xyyy 2sin1365 =+′−′′ . 
Розв'язання. Корені характеристичного рівняння 
1
3=k , 
22 =k . Отже xx eCeCy 3221 += ; *y  шукаємо у вигляді 
xBxAy 2sin2cos* += . 
Тоді ;2cos22sin2* xBxAy +−=′    xBxAy 2sin42cos4* −−=″ . 
Підставляємо *y , 
′
*y  та 
″
*y  у початкове рівняння: 
;2sin132sin62cos62cos102sin102sin42cos4 xxBxAxBxAxBxA =++−+−−
 
xxBAxBA 2sin132sin)210(2cos)102( =++− . 
Прирівняємо коефіцієнти при sin2x та cos2x,  одержуємо 
систему: 
   
⎩⎨
⎧
=+
=−
.13210
,0102
BA
BA
 
Звідси  
4
1=B ,   
4
5=A . Отже, xxy 2sin
4
12cos
4
5
* +=  - 
частинний  розв'язок, а ++= xx eCeCy 3221 xx 2sin4
12cos
4
5 +  - 
загальний розв'язок початкового рівняння. 
 
 
 
Задача Коши 
 
Знаходження частинного розв'язку диференціального 
рівняння, який задовольняє початковим умовам, називається  задачею 
Коши. 
 
Приклад. Розв'язати рівняння 1+=−′′ xyy , якщо у(0)=0, 
2)0( =′y . 
Розв'язання. Спочатку знаходимо загальний розв'язок 
рівняння: 
xx eCeCy −+= 21 ; BAxy +=* . Тоді Ay =′* , 0* =″y . Отже,  
1+=−− xBAx .  Тоді 1−=A ,  1−=B . Загальний розв'язок рівняння 
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   121 −−+= − xeCeCy xx . 
Для знаходження 1C  і 2C  використовуємо спочатку умову у(0)=0: 
   1C + 12 −C =0. 
Далі знаходимо y′ : 121 −−=′ −xx eCeCy . 
Використовуємо умову 2)0( =′y : 
   1C + 12 −C =2.      
 Одержуємо систему 
   
⎩⎨
⎧
=−
=−+
;3
,01
21
21
CC
CC
       1C =2; 2C = −1. 
Частинний розв'язок диференційного рівняння, який задовольняє 
початковим умовам, має вигляд:   12 −−−= − xeey xx .   Тобто задачу 
Коши розв’язано. 
 
 
Системи диференціальних рівнянь 
 
Системою диференціальних рівнянь зветься сукупність 
рівнянь, маючих декілька невідомих функцій та їх похідні, при чому у 
кожному з рівнянь є хоча б одна похідна. Система лінійна, якщо 
невідомі функції та їх похідні у кожному рівнянні знаходяться у 
першій степені. Лінійна система має нормальний вигляд, якщо вона 
розв’язана відносно усіх похідних. 
Приклад. Розв'язати нормальну систему диференціальних 
рівнянь: 
⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
−=
+=
.
,
yx
dt
dy
yx
dt
dx
 
Розв'язання. Продиференцюємо перше рівняння по t: 
dt
dy
dt
dx
dt
xd +=2
2
. 
Додамо перше і друге рівняння системи: 
x
dt
dy
dt
dx 2=+ . 
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Звідси 
dt
dxx
dt
dy −= 2 . Підставимо його у диференційне 
рівняння другого порядку розв'язку. Маємо: 
 
2
2
2= + −d x dx dxx ;
dt dt dt
   
2
2
2=d x x.
dt
 
 
Це рівняння з постійними коефіцієнтами. Складаємо 
характеристичне рівняння 022 =−k . Корені 2±=k . Тоді 
загальний розв’язок  для ݔ: 22
2
1
tt eCeCx −+= . 
З першого рівняння  
 
.)12()12(
22
2
2
2
1
2
2
2
1
2
2
2
1
tttt
tt
eCeCeCeC
eCeCx
dt
dxy
−−
−
+−−=−−
−−=−=
 
 
Таким чином загальне рішення системи рівнянь має вигляд: 
⎪⎩
⎪⎨
⎧
+−−=
+=
−
−
.)12()12(
;
2
2
2
1
2
2
2
1
tt
tt
eCeCy
eCeCx
 
 
 
 
РЯДИ 
 
Ряди з додатними членами 
 
Нехай задана нескінченна послідовність чисел ,...,...,, 21 nuuu . 
Вираз  ∑∞
=
=++++
1
21 ......
n
nn uuuu називається числовим рядом, а 
,...,...,, 21 nuuu  - членами ряду. nn uuuS +++= ...21  називається 
частковою сумою ряду (п=1,2,3, …). 
Якщо існує границя SSn
n
=∞→lim , то ряд називається збіжним, 
а S – сумою ряду. Якщо границя не існує, то ряд називається 
розбіжним. 
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Необхідна ознака збіжності 
Якщо ряд ∑∞
=1n
nu  збігається, то 0lim =∞→ nn u . Іншими словами, 
якщо 0lim ≠∞→ nn u , то ряд ∑
∞
=1n
nu  розбігається. 
 Приклад. Дослідити ряд ∑∞
= +1 57
3
n n
n  на збіжність. 
 Розв'язання. 
57
3
+= n
nun ;    07
3
57
3lim ≠=+∞→ n
n
n
, тому ряд 
розбігається. 
 З того, що 0lim =∞→ nn u , збіжність ряду ∑
∞
=1n
nu  не випливає. 
Наприклад, гармонічний ряд ∑∞
=1
1
n n
 розбігається. 
 
 
Достатні ознаки збіжності 
 
 Перша ознака порівняння. Нехай задані два ряди з 
додатними членами 
∑∞
=
=++++
1
21 ......
n
nn uuuu ; 
∑∞
=
=++++
1
21 ......
n
nn vvvv . 
Якщо існує відмінна від нуля та нескінченності границя k
v
u
n
n
n
=∞→lim , 
то два ряди збігаються або розбігаються одночасно. 
 Для порівняння рядів використовують геометричний ряд 
∑∞
=1n
naq  та узагальнений гармонічний ряд ∑∞
=1
1
n
pn
.  Ряд ∑∞
=1n
naq  
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збігається при 1<q . Ряд ∑∞
=1
1
n
pn
 збігається при p>1 та розбігається 
при 1≤p . 
 Приклад. Дослідити збіжність ряду ∑∞
=
+
1
1
n nn
n . 
 Розв'язання. Порівняємо ряд з гармонічним рядом ∑∞
=1
1
n n
. 
Нехай 
nn
nun
1+= ;  
n
vn
1= ;    
111lim1lim1limlim =+=+=⋅+= ∞→∞→∞→∞→ nn
n
nn
nn
v
u
nnnn
n
n
. 
Оскільки ряд ∑∞
=1
1
n n
 розбігається, то ряд ∑∞
=
+
1
1
n nn
n  також розбігається. 
 
 
Ознака Даламбера. Якщо для ряду з додатними членами 
∑∞
=1n
nu  існує границя pu
u
n
n
n
=+∞→
1lim , то при  ࢖ ൏ 1 ряд збігається, а при 
࢖ ൐ 1 ряд розбігається. 
 Якщо ࢖ ൌ ૚, питання про збіжність ряду залишається невирішеним. 
 Приклад. Дослідити збіжність ряду ∑∞
=
+⋅+
1
12
!
3)1(
n
n
n
n . 
 Розв'язання. Нагадаємо, що    п!=1⋅2⋅3⋅…⋅п. 
 
!
3)1( 12
n
nu
n
n
+⋅+= ;         ;
)!1(
3)2(
)!1(
3)2( 321)1(2
1 +
+=+
⋅+=
+++
+ n
n
n
nu
nn
n  
;
12
189
)1(...321)1(
...321)2(9
3)1()!1(
!3)2(
212
32
1
++
+=+⋅⋅⋅⋅+
⋅⋅⋅⋅+=++
⋅+= +
++
nn
n
nnn
nn
nn
nn
u
u
n
n
n
n  
0121
189
lim
12
189lim
2
2
2 =++
+
=++
+= ∞→∞→
nn
nn
nn
np
nn
. 
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Оскільки ݌ ൏ 1, ряд збігається. 
 
 
Друга ознака порівняння.  Нехай маємо два додатні числові 
ряди ∑∞
=1n
nu і  ∑∞
=1n
nv . Якщо, починаючи з деякого члена, для усіх 
Nn >  виконується нерівність nn vu ≤ , то із збіжності другого ряду 
випливає збіжність першого ряду, а з розбіжності першого ряду 
випливає розбіжність другого ряду. 
Приклад.  Чи збігається ряд ∑∞
=1
1
n
nn
? 
 Розв'язання. Порівняємо цей ряд із збіжним рядом  ∑∞
=1 2
1
n
n . 
 Тут nnn 2
11 ≤
 
починаючи з 3≥n . Отже даний ряд теж 
збіжний. 
 
Ознака Коші.  Якщо у додатному числовому ряді  ∑∞
=1n
nu  
існує dun nn =∞→lim , то при 1<d  ряд збігається, а при 1>d - 
розбігається. Якщо 1=d , то ряд  може бути як збіжним, так і 
розбіжним. 
 Приклад.  Чи збігається ряд ∑∞
=1 2
1
n
n ? 
 Розв'язання. Обчислимо 1
2
1
2
1lim <=∞→ n nn . Отже, даний ряд 
збігається. 
 
Інтегральна ознака.  Нехай члени ряду ∑∞
=1n
nu додатні і 
незростаючи і ( )xf  така неперервна незростаюча функція, що 
( ) nunf = . Тоді справедливі такі ствердження: 
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а) якщо ( )∫∞
1
dxxf  збігається, то збігається і числовий ряд; 
б) якщо ( )∫∞
1
dxxf  розбігається, то розбігається і числовий ряд. 
 Приклад. Дослідити збіжність ряду  ∑∞
=1
1
n
pn
. 
 Розв'язання. Тут ( ) pxxf
1= . 
  Розглянемо       
( )∫Ν Ν
−
Ν
−
⎪⎪⎩
⎪⎪⎨
⎧
=Ν=
≠−Ν−=⋅−=
1
1
1
1
1
                            1.p коли   ,lnlnx
1,p коли   ,1
1
1
1
1 pp
p p
x
p
x
dx
 
Спрямуємо ܰ до нескінченності, маємо ∫∞ −=
1
1
1
px
dx
p , коли 1>p .  І  
∫∞ ∞=
1
px
dx
, коли 1≤p  
Отже, ряд збігається, коли 1>p , і розбігається, коли  1≤p .  
Одночасно доведено, що гармонічний ряд ∑∞
=1
1
n n
 розбігається. 
 
 
Знакозмінні ряди 
 Ряд ∑∞
=
−
1
)1(
n
n
nu  називається знакозмінним, якщо 0>nu . 
Теорема Лейбніца. Якщо для знакозмінного ряду 
...4321 +−+− uuuu  ( 0>nu ) виконуються умови: 
а) ...321 >>> uuu ; 
б) 0lim =∞→ nn u , то ряд збігається. 
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 Ряд ∑∞
=
−
1
)1(
n
n
nu  називається абсолютно збіжним, якщо 
збігається ряд, складений з абсолютних величин його членів. 
 Ряд ∑∞
=
−
1
)1(
n
n
nu  називається умовно збіжним, якщо він 
збігається, а ряд, складений з абсолютних величин, розбігається. 
  
Приклад. Дослідити на абсолютну та умовну збіжність ряди 
∑∞
=
−
1
)1(
n
n
n
  та  ∑∞
=
−
1
2
)1(
n
n
n
. 
Розв'язання. Обидва ряди задовольняють умовам теореми 
Лейбніца: 
n
1  та 2
1
n
 монотонно прямують до нуля при ∞→n , тому 
обидва ряди збігаються. 
 Ряд ∑∞
=1
1
n n
 - розбігається, а ряд ∑∞
=1 2
1
n n
 - збігається, бо обидва 
ряди – узагальнені гармонічні, для першого ряду 1
2
1 <=p , для 
другого – ݌ ൌ 2 ൐ 1. Тому перший з даних знакозмінних рядів 
збігається умовно, а другий – абсолютно. 
 Зауважимо, що з абсолютної збіжності ряду випливає його 
збіжність. 
 
 
 
Степеневі ряди 
 
 Степеневим рядом називається ряд вигляду 
 ...,)(...)()( +−++−+=−∑∞
=
n
n10
n
0n
n axcaxccaxc  
де ܽ  – деяке відоме число, ܿ଴, ܿଵ, ܿଶ, … , ܿ௡ -  відомі коефіцієнти. 
 Областю збіжності степеневого ряду називається множина тих 
значень х, при яких ряд збігається. Областю збіжності степеневого 
ряду є деякий інтервал ሺܽ െ ܴ;   ܽ ൅ ܴሻ, причому у кінцях інтервалу 
ряд може як збігатися, так і розбігатися. R називається радіусом 
збіжності ряду. Для визначення інтервалу збіжності застосовується 
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ознака Даламбера до ряду, складеного з абсолютних величин членів 
даного степеневого ряду. 
 
 
 Приклад. Знайти інтервал збіжності степеневого ряду  
∑∞
= +
−
1 2)32(
)3(
n
n
n
n
x . 
 
 Розв'язання. Складемо ряд з абсолютних величин 
∑∞
= +
−
1 2)32(
3
n
n
n
n
x
. 
Досліджуємо цей ряд за допомогою ознаки Даламбера 
2
3
)52(2
)32(3
lim
32)52(
)32(23
lim
1
1 −=+
+−=
−⋅+
+−
∞→+
+
∞→
x
n
nx
xn
nx
nnn
nn
n
. 
Якщо 1
2
3 <−x , ряд збігається. 
Перетворимо останню нерівність: 
  23 <−x ;   1 ൏ ݔ ൏ 5. 
 Отже, степеневий ряд збігається на інтервалі (1;5). 
Досліджуємо збіжність ряду на кінцях інтервалу. При ݔ ൌ 5 
степеневий ряд  перетворюється у наступний числовий: ∑∞
= +1 32
1
n n
. 
Порівняємо цей ряд з гармонічним ∑∞
=1
1
n n
. Позначимо 
32
1
+= nun ;   
n
vn
1= .  За ознакою порівняння ряд ∑∞
= +1 32
1
n n
 розбігається разом з 
рядом ∑∞
=1
1
n n
. 
 При ݔ ൌ 1 отримаємо ряд ∑∞
= +
−
1 32
1)1(
n
n
n
. За ознакою 
Лейбниця ряд збігається.  
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 Оскільки ряд, складений з модулів ряд ∑∞
= +1 32
1
n n
 розбігається, 
то ряд ∑∞
= +
−
1 32
)1(
n
n
n
 збігається умовно. 
 Отже, ряд ∑∞
= +
−
1 2)32(
)3(
n
n
n
n
x  збігається на проміжку [-1; 5). 
 
 
 
Ряди Маклорена 
 
 Нескінченно диференційована в деякому інтервалі Rx <  
функція, що задовольняє деяким додатковим умовам, може бути 
розкладена в ряд:  
 
...
!
)0(...
!2
)0(
!1
)0()0()(
)(
2 +++′′+′+= n
n
x
n
fxfxffxf , 
який називається рядом Маклорена. Наприклад, для :);( +∞−∞∈x  
...
!
...
!2
1
2
+++++=
n
xxxe
n
x ; 
...;
)!12(
)1(...
!7!5!3
sin
121753
+−
−++−+−=
−−
n
xxxxxx
nn
 
...
)!2(
)1(...
!6!4!2
1cos
2642
+−++−+−=
n
xxxxx
nn
. 
 
 
Застосування рядів для наближеного обчислення інтегралів 
 Приклад. За допомогою ряду обчислити інтеграл dxex
x
2
1
0
2
−∫  
з точністю до 10-3. 
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 Розв'язання. У ряд ...
!
...
!2
1
2
+++++=
n
uuue
n
u  замість u 
підставляємо 
2
2x− . Тоді ...
!2
)1(...
4882
1
2642
2
2
+⋅
−++−+−=−
n
xxxxe n
nnx
. 
Множимо ліву і праву частини рівності на x : 
...
!2
)1(...
4882
2
14
2
13
2
9
2
5
2
2
+⋅
−++−+−=
+
−
n
xxxxxex n
n
nx
  . 
 
Інтегруємо обидві частини рівності: 
...−+−+−=−∫
1
0
2
191
0
2
151
0
2
11
0
2
71
0
2
3
2
x
1
0 3648
x
360
x
44
x
7
x
3
x2dxex
2
 ; 
...
3648
1
360
1
44
1
7
1
3
22
1
0
2
−+−+−=−∫ dxex
x
  . 
Використовуємо наступну властивість знакозмінних рядів: 
якщо при обчисленні суми знакозмінного ряду з членами, що за 
модулем монотонно прямують до нуля, відкинути усі члени, 
починаючи з деякого, помилка буде менша модуля першого 
відкинутого члена ряду. 
Якщо обмежитися чотирма членами даного ряду, отримаємо: 
 
5435,0
360
1
44
1
7
1
3
22
1
0
2
=−+−≈−∫ dxex
x
, 
де похибка менша п'ятого члена ряду, тобто 310
3648
1 −< . 
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Ряди Фур'є 
 
 Періодична функція )(xf  з періодом π2  може бути 
розкладена в ряд Фур'є: 
=++++++++= ...sincos...2sin2cossincos
2
)( 2211
0 nxbnxaxbxaxbxa
a
xf nn
( )∑∞
=
++=
1
0 sincos
2 n
nn nxbnxa
a
, 
де 0a , na , nb   (݊ ൌ 1, 2, …) – коефіцієнти, що обчислюються за 
формулами: 
∫
−
=
π
ππ
dxxfa )(10 ;  ∫
−
=
π
ππ
nxdxxfa n cos)(
1
;  ∫
−
=
π
ππ
nxdxxfbn sin)(
1
. 
 
 
 Зауваження. Ряд Фур’є для парної функції не має синусів; 
коефіцієнти Фур’є дорівнюють: 
0bn = ; ( )∫= ππ 0n nxdxxf
2a cos . 
Ряд Фур’є для непарної функції не має косинусів і вільного 
члена; коефіцієнти Фур’є дорівнюють:  
0an = ; ( ) nxdxxf2b
0
n sin∫=
π
π . 
 Приклад. Розкласти функцію ⎩⎨
⎧
<<
≤<−−= π
π
x0
0x  2
xf
,,
)(  в ряд 
Фур'є.  
Розв'язання. Графік функції на інтервалі ( )ππ ;−  має вигляд: 
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 π
 π
 -π 
 
Отже, функція загального положення, тобто у  її розкладі 
будуть і синуси і косинуси. 
Знайдемо коефіцієнти ряду Фур'є: 
;
2
2
2
121)2(1)(1
0
2
0
0
0
π
ππππ
ππ
π
π
π
+−=⋅+−=+−== ∫∫∫
−−
xxdxdxdxxfa  
=⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ +−== ∫∫∫
−−
π
π
π
π πππ 0
0
n nxdxx
1nxdx21nxdxxf1a coscos)(cos)(  
= =⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −+−===
== ∫−
ππ
ππ 00
0 sinsinsin21sin
cos
dx
n
nx
n
nxx
n
nx
n
nxvdxdu
nxdxdvxu
 
= )1(cos1cos1
2
0
2
−= πππ
π
n
n
nx
n
.  
Відзначимо, що Znn n ∈−=   ,)1(cos π . 
Тому коефіцієнти na  можна записати формулою ( )1)1(12 −−= nn na π . 
Обчислимо коефіцієнти  nb : 
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=⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ +−== ∫∫∫
−−
π
π
π
π πππ 0
0
sin1sin)2(1sin)(1 nxdxxnxdxnxdxxfbn
 
=−==
==
=
n
nnxvdxdu
nxdxdvxu
cos;
sin;
 
=+−= ∫−
ππ
π πππ 00
0
cos1coscos2 nxdx
nn
nxxnx
n
 
= ( )
nn
nx
nn
nn
n
n
n )1()1(12sin1cos)cos1(2
0
2
−−−−=+−− ππ
πππ
π
. 
Отже, ( )
nn
b
n
n
n
1)1()1(12
+−+−−= π . 
Запишемо розклад в ряд Фур'є функції )(xf : 
( ) ( )∑∞
=
+
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −−−−+−−++−=
1
1
2
sin)1()1(12cos1)1(1
4
1)(
n
n
nn nx
nn
nx
n
xf ππ
π . 
 
 
ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРІЇ ПОЛЯ  
 
Скалярне поле 
 
 Скалярним полем називається область простору, в кожній 
точці якої задано деяку скалярну величину (наприклад поле 
температур). 
 Скалярне поле характеризується похідною за напрямом та 
градієнтом. Перша вказує на швидкість зміни функції в даній точці у 
даному напрямі, а градієнт визначає напрям, в якому швидкість зміни 
скалярного поля в даній точці найбільша. Ці величини обчислюються 
за формулами: 
 
;coscoscos γβα
z
f
y
f
x
f
dl
df
∂
∂+∂
∂+∂
∂=  
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k
z
fj
y
fi
x
ffdgra ∂
∂+∂
∂+∂
∂= , де ),,( zyxfu = . 
Напрям l визначається вектором l ( γβα cos,cos,cos ). 
 
 
Векторне поле 
 
 Векторним полем називається область простору, в кожній 
точці якої задано деяку векторну величину. (Наприклад, поле 
швидкостей). 
 Векторне поле ( )a  будемо характеризувати такими 
величинами: потік П ( )a , ротор ( )ator  і дивергенція ( )adiv . 
Відповідно цим величинам векторне поле ( )a  може бути соленоїдним 
0=adiv , потенціальним 0=ator або гармонічним 
0adiv   0u adrgdiv == ,)( . 
 Ротор і дивергенція обчислюються за формулами: 
 
R       Q       P
z
     
y
     
x
k       j        i
ator ∂
∂
∂
∂
∂
∂= ;  
z
R
y
Q
x
Pa div ∂
∂+∂
∂+∂
∂= , 
 де kzyxRjzyxQizyxPa ),,(),,(),,( ++= . 
 
 Приклад. Обчислити потік вектора kxzjzyixya ++=  через 
поверхню S, де S – зовнішня частина піраміди, складеної площинами 
ݔ ൌ 0, ݕ ൌ 0, ݖ ൌ 0, ݔ ൅ ݕ ൅ ݖ ൌ 1. 
 Розв’язання. Потік П ( )a  векторного поля a  через поверхню 
S обчислюється за допомогою поверхневого інтеграла другого роду: 
 
П ∫∫ ∫∫∫∫ ++==
1 2
)),,(,(),),,((
A AS
dxdzzzxyxQdydzzyzyxPdna δ   
dxdyyxzyxR
A
∫∫+
3
)),(,,( , 
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де ܣଵ,  ܣଶ, ܣଷ – проекції S відповідно на площини ݔܱݕ, ݔܱݖ, ݕܱݖ, а 
ݖሺݔ, ݕሻ, ݕሺݔ, ݖሻ, ݔሺݕ, ݖሻ одержані із рівняння поверхні S, виражені 
відносно відповідних координат. 
 
 Отже, П = ∫∫∫∫ ++=
SS
yzdxdzxydydzxzdzdydna δ ; 
24
1)
22
()1(
1
1
0
3
2 =+−=−−=∫∫ ∫∫ ∫ dxxxxdxdyyxxxzdxdy
S A
; 
∫∫ ∫∫ ∫ ∫
−
=−−=−−=
S A
y
dzyzyydydydzzyyxydydz
2
1
0
1
0
2 )()1(  
( ) ( ) ( )( ) =−−−−−=⎟⎟⎠⎞⎜⎜⎝⎛ −−= ∫∫
−
dyyyyyyydyyzzyyz
y 1
0
22
1
0
1
0
2
2 111
2
 
= =+−=−+−+−−∫
1
0
4321
0
3
2322
8
y
3
y
4
ydy
2
yy
2
yyyyy )(  
24
1
8
1
3
1
4
1 =+−= . 
∫∫ ∫∫ =−−=
S A
dxdzzxzzydxdz
24
1)1(
3
. 
Перевірте самостійно. Остаточно: П
8
1
24
3
24
1
24
1
24
1 ==++= . 
 
Приклад. Знайти циркуляцію вектора kzjxiya 222 +−=   
вздовж лінії, яку утворено перетином поверхні  yxz −=+ 122   
координатними площинами. 
 
Розв’язання. За формулою Стокса у векторній формі маємо 
( )
( ) ( )D x,y
rota n
C (rota n)d dxdy
z z x, ycos(n, z)γ
⋅= ⋅ γ = =∫∫ ∫∫ . 
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Визначимо одиничний вектор n  нормалі до даної поверхні: 
 
dFagr
dFagrn = , де 1),,( 22 −++= zyxzyxF . 
 
Маємо 
144
22
22 ++
++=
zx
kzjixn .  Відкіля 
22 414
2),cos(
zx
zzn
++
= . 
222 z    x-    y
z
      
y
    
x
k         j       
∂
∂
∂
∂
∂
∂=
i
ator = kyx )(2 +− . 
Підставимо знайдені величини у формулу Стокса. Маємо:  
 
ܥ ൌ ඵሺݎ݋ݐ Ԧܽ · ሬ݊Ԧሻ݀ߛ
ఊ
ൌ 
ൌ ඵ
ቀെ2ሺݔ ൅ ݕሻ݇ · ൫2ݔଓԦ ൅ ଔԦ ൅ 2ݖሬ݇Ԧ൯ቁ √4ݔଶ ൅ 1 ൅ 4ݖଶ
√4ݔଶ ൅ 4ݖଶ ൅ 1 · 2ݖ
݀ݔ݀ݕ
஽ሺ௫,௬ሻ
ൌ 
∫∫ ∫ ∫− −=+−=+−=
),(
1
0
1
0
2
30
41)(2)(2
yxD
x
dyyxdxdxdyyx . 
Тут ܦሺݔ, ݕሻ – проекція параболоїдa на площину хОy. 
 
Приклад. Знайти потік векторного поля kxzjyixa ++= 2  
через зовнішню сторону замкненої поверхні S, яка утворена частинами 
площин 0,1,0 ≥≤≥ zyx  і параболоїда 22 zxy +≤ . Поверхня 
розташована у першому октанті. 
Розв’язання. Скористуємось формулою Остроградського: 
∫∫ ∫∫∫==
S V
dvadivdnaП δ , де n - зовнішня нормаль поверхні S. 
Обчислимо xxx
z
R
y
Q
x
Padiv 302 =++=∂
∂+∂
∂+∂
∂= . 
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 Отже, ∫∫∫ ==
V
xdxdydzП 3  
2
y3
y y x y1 1 1 2
2 2
0 0 0 0 0 0
0
3 dy xdx dz 3 dy x y x dx (y x ) dy
−
= = − =− − =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  
=
3 11 3 2 12
0
0
y 2y dy .3 51
2
+
= =
+∫  
 
 
ОПЕРАЦІЙНЕ  ЧИСЛЕННЯ 
 
 Операційне числення дає можливість значно спростити 
рішення деяких задач фізики, електроніки та інших дисциплін. Це 
стало можливим завдяки ідеї інтегрального перетворення функції 
дійсної змінної )(tf (оригінал) у деяку функцію )(PF  (зображення) 
уявної змінної. Наприклад, звичайне диференційне рівняння для  )(tf  
перетворюється у алгебраїчне для )(PF . Перехід від оригіналів 
елементарних функцій до їх зображень подано у таблиці 1. Правила 
операційного числення подано у таблиці 2. Між оригіналом і 
зображенням функції ставимо знак ൌ . У операційному численні 
прийнято, що всі розглянуті функції (табл.1) тотожно дорівнюють 0, 
коли 0<t . 
 
Крім приведених у таблиці 2 правил треба ще виконувати і 
лінійні властивості перетворень Лапласа. 
1. З відношення ( )tf  = ( )pF  прямує  
( ) ( )pFCtfC ⋅=⋅ , де constC = . 
2. З відношень ( ) ( )pFtf 11 =  і  ( ) ( )pFtf 22 =  прямує  ( ) ( ) ( ) ( )pFpFtftf 2121 +=+ . 
З цих відношень прямує, що будь який лінійній комбінації 
оригіналів відповідає така ж лінійна комбінація їх зображень. 
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Перехід  від  оригіналів  до  зображень 
 
 
Таблиця 1 
№ 
п/п 
Оригінал Зображення 
1. )(tη - одинична функція 
p
1
 
2. аte - експонента 
ap −
1
 
3. atsin  
22 ap
a
+  
4. atcos  
22 ap
p
+  
5. shat - гіперболічний синус 
22 ap
a
−  
6. chat - гіперболічний косинус 
22 ap
p
−  
7. nt (n є N) 
1
!
+np
n
 
8. νν (t > )1−  
1
)1(
+
+Γ
ν
ν
p
 
9. att sin  
222 )(
2
ap
pa
+  
10. att cos  
222
22
)( ap
ap
+
−
 
11. atnet  
1)(
!
+− np
n
α  
12. te t βα sin  
22)( βα
β
+−p  
13. te t βα cos  
22)( βα
α
+−
−
p
p
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Продовження таблиці 1 
 
14. )sin( ϕω −t  
22
p
p
e ω
ωω
ϕ
+
⋅
−
 
15. )cos( ϕω −t  
22
p
p
pe ω
ω
ϕ
+
⋅
−
 
16. )(tδ - дельта функція 1 
17. )(tδ ′  Р 
18. )()( tnδ  Pn 
19. )( τδ −t  τpe−  
20. )( τδ −′ t  τppe−  
21. )()( τδ −tn  τpnep −  
 
 
Правила операційного числення 
 
Таблиця 2 
1. )(tf  
dttfepF
0
pt )()( ∫
∞ −=  
Інтеграл 
Лапласа 
2. )()( tfatf =+  
dttfee1
a
0
pt1ap )()( ∫ −−−−  
Зображення 
періодичного 
інтеграла 
3. a   atf )( > 0 1 F( p / a )
a
 
Теорема 
подібності 
4. )(tfe at−  )( apF +  Теорема зміщення 
5. )( btf − > 0 )( pFe bp−  Теорема запізнення 
6. ( ) ( )nf t  )()( )( pF1 nn−  Дифренцію-вання 
зображення 
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Продовження таблиці 2 
 
7. )(tft 1−  ∫
∞
p
dzzF )(  
Інтегрування 
зображення 
8. ( )nt t  1
2 ( 1)
( ) (0)
(0) (0)
−
− −
− −
− −
n n
n n
p F p p f
p f ' ... f
 
Диференціюв
ання 
оригіналу 
9. 
∫
t
0
duuf )(  )( pFp
1−  Інтегрування оригіналу 
10. 
∫ −
t
0
21 duutfuf )()(  
)()( pFpF 21  Теорема 
множення 
зображення 
 
Приклад. Знайти зображення функції .sin)( ttf 3=  
 Розв’язання. Скористуємося формулою Ейлера 
 
݂ሺݐሻ ൌ ݏ݅݊ଷݐ ൌ ቀ௘
೔೟ି௘ష೔೟
ଶ௜
ቁ
ଷ
ൌ െ ଵ
଼௜
ሺ݁ଷ௜௧ െ 3݁௜௧ ൅ 3݁ି௜௧ െ ݁ିଷ௜௧ሻ ൌ  
        ൌ ଵ
ସ
൤3 ൫
௘೔೟ି௘ష೔೟൯
ଶ௜
െ ൫
௘య೔೟ି௘షయ೔೟൯
ଶ௜
൨ ൌ ଵ
ସ
ሺ3ݏ݅݊ݐ െ ݏ݅݊3ݐሻ. 
 
 
 За таблицею оригіналів і зображень знаходимо: 
 
).
9
1
1
1(
4
3)
3
3
1
13(
4
1sin 22222
3
+−+=+−+= ppppt  
 Приклад. Знайти оригінал за зображенням .
8
1)( 3 −= ppF  
 Розв’язання. Розкладемо раціональну функцію на прості 
дробі: 
4228
1)( 23 ++
++−=−= pp
CBp
p
A
p
pF . 
Для визначення коефіцієнтів одержимо тотожність 
 
1 ൌ ܣሺ݌ଶ ൅ 2݌ ൅ 4ሻ ൅ ሺܤ݌ ൅ ܥሻሺ݌ െ 2ሻ. 
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Нехай у цій тотожності ݌ ൌ 2, тоді: 1 ൌ 12ܣ,   ܣ ൌ ଵ
ଵଶ
 . 
Праворуч у тотожності коефіцієнт біля р2 дорівнює нулю, а 
вільний член – одиниці. 
ܣ ൅ 0, 4ܣ െ 2ܥ ൌ 1. 
Звідси: 
ܤ ൌ െܣ ൌ െ ଵ
ଵଶ
,   ܥ ൌ 2ܣ െ ଵ
ଶ
ൌ െ ଵ
ଷ
. 
Таким чином, =++
+⋅−−⋅=− 42
4
12
1
2
1
12
1
8
1
23 pp
p
pp
 
.
)3()1(
3)1(
12
1
2
1
12
1
22 ++
++⋅−−⋅= p
p
p
 
Відкіля:  
( ) ( ) .31 3123)3()1( 112121121)( 2222 ++⋅−++ +⋅−−⋅= pp pppF  
 
 Використовуючи формули таблиці зображень, знайдемо: 
).3sin3)3(cos(
12
1
12
1)( 2 tteetf tt +−= −  
 
 Приклад. Знайти частинне рішення рівняння, яке задовольняє 
початковим умовам: ,265 teyyy =+′−′′   ,1)0( =y    1)0( =′y . 
Розв’язок.  Нехай: ( ) ( )=Y p y t . 
te2tfpF == )()( ,   тобто  
1p
2pF −=)( ; 
[ ] [ ]
1
2)(61)(51)(2 −=+−−−− ppYppYppYp , 
або  
1
24
1
251)()65( 2 −+−=−+−+=++ pppppYpp . 
Звідси 
1
1
)1)(65(
65
65
1
24
)( 2
2
2 −=−+−
+−=+−
−+−=
pppp
pp
pp
p
p
pY  і  
 tety =)( . 
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 Приклад.  Розв’язати диференціальне рівняння 
)(tfx4x =+′′ , де ݂ሺݐሻ зображена графічно. 
1
0
2
1 2 t
f(t)
 
 
 
Розв’язок.  Визначимо ݂ሺݐሻ аналітично. З графіка прямує: 
݂ሺݐሻ ൌ 2ݐ,         коли      0 ൑ ݐ ൑ 1; 
݂ሺݐሻ ൌ െ2ሺݐ െ 2ሻ,  коли    1 ൑ ݐ ൑ 2  ; 
݂ሺݐሻ ൌ 0,          коли       ݐ ൏ 0;   ݐ ൐ 2. 
За допомогою одиничної функції  можливо ݂ሺݐሻ  записати таким 
чином: 
=−−+−−−−−= )2()2(2)1()2(2)1(22)( ttttttttf ηηη  
( ) )2()2(21)1(42 −−+−−−= ttttt ηη . 
 І диференціальне рівняння матиме вигляд: 
)2()2(2)1()1(424 −−+−−−=+′′ tttttxx ηη . 
 Запишемо відповідне йому операційне рівняння: 
2
2
22
2 242)()4(
p
e
p
e
p
pxp
pp −−
+−=+  . 
Відкіля маємо: =+++−+=
−−
)4(
2
)4(
4
)4(
2)( 22
2
2222 pp
e
pp
e
pp
px
pp
 
.
4
11
2
1
4
11
4
11
2
1
22
2
2222 ⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
+−+⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
+−−⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛
+−=
−−
pp
e
pp
e
pp
pp
 
 Користуючись таблицею і теоремою запізнення, маємо 
розв’язок рівняння: 
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+−⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ −−−−⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ −= )1()1(2sin
2
1)1(2sin
2
1
2
1)( ttttttx η   
       
).2()2(2sin
2
1)2(
2
1 −⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ −−−+ ttt η  
 
 Приклад. Розв’язати систему диференційних рівнянь з 
початковими умовами: 
⎩⎨
⎧
===−+′
=−−′
1)0(   ;0)0(  де          ,0
,
yxaybxy
bebyaxx at
 
 
 Розв’язання. Складемо відповідні операційні рівняння: 
⎪⎩
⎪⎨
⎧
=−+−
−=−−
,0)()(1)(
,)()()(
paypbxppy
ap
bpbypaxppx
 
або  
⎪⎩
⎪⎨
⎧
=−+
−=−−
.1)()()(
,)()()(
pyappbx
ap
bpbypxap
 
Розв’язуємо їх відносно )( px , знаходимо: 
.
)(
2)( 22 bap
bpx +−=  
Звідси:  .sin)( bte2tx at=  
 
З першого рівняння прямує, що  
 =−−+=−−′=
b
bebtaebtbbtae
b
beaxxty
atatatat sin2)cossin(2)(
     
 
atat ebte −= cos2 . 
 
Таким чином: 
( )
( )⎪⎩
⎪⎨
⎧
−⋅=
⋅=
.cos2
,sin2
atat
at
ebtety
btetx
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ЗАДАЧІ  ДЛЯ  КОНТРОЛЬНИХ  РОБІТ 
 
І. Інтегральне числення 
 
1.1. Невизначений інтеграл 
 
171 – 180. Знайти невизначені інтеграли. 
 
171. а) ׬ ݔଶ · ܿ݋ݏ ௫
ଶ
݀ݔ;  б) ׬ ݏ݅݊ଷݔ · ܿ݋ݏଶݔ ݀ݔ; 
        в) ׬ ௫ାହ
௫యି௫మା௫ିଵ
݀ݔ;   г) ׬ ଵା √௫ିଵ
య
√௫ିଵ
 ݀ݔ. 
 
172. а) ׬ ݔ · ܽݎܿݏ݅݊ݔ ݀ݔ;  б) ׬ ݐ݃ସ3ݔ ݀ݔ; 
        в) ׬ ௫
యାଵ
௫రାଷ௫మାଶ
݀ݔ;  г) ׬ ௗ௫
√௫ିଶቀଵା √௫ିଶయ ቁ
. 
 
173. а) ׬ ݔ · ݈݊ଶ7ݔ ݀ݔ;  б) ׬ ݏ݅݊5ݔ · ܿ݋ݏ12ݔ ݀ݔ; 
        в) ׬ ଶ௫
యି଺௫మା଼௫ିଵ
ሺ௫ିଵሻమሺ௫మାଶሻ
݀ݔ; г) ׬ ൫ √௫
ర ାଵ൯ௗ௫
൫√௫ାସ൯ ඥ௫య
ర . 
 
174. а) ׬ ݔଶ · ݁ି
ೣ
మ݀ݔ;  б) ׬ ܿ݋ݏହݔ · ݏ݅݊ସݔ ݀ݔ; 
        в) ׬ ௫
మାଵ
௫యି௫మାସ௫ିସ
݀ݔ;  г) ׬ ௗ௫
ସ√௫ାඥ௫య
. 
 
175. а) ׬ ݔଶ · ݈݊ଶ ௫
ଷ
݀ݔ;  б) ׬ ܿݐ݃ସ5ݔ ݀ݔ; 
        в) ׬ ௫
రௗ௫
௫రାହ௫మାସ
;  г) ׬ ௗ௫
√௫ାଷା √௫ାଷయ
. 
 
176. а) ׬ ݔଶ · ݏ݅݊ ௫
ହ
 ݀ݔ;  б) ׬ ܿ݋ݏ3ݔ · ܿ݋ݏ9ݔ ݀ݔ; 
        в) ׬ ଷ௫
మାଶ௫ାଵ
ሺ௫ାଵሻమሺ௫మିଵሻ
݀ݔ;  г) ׬ ௫ାଵ
√ଶ௫ାଵయ
݀ݔ. 
 
177. а) ׬ ݔ · ܽݎܿܿ݋ݏ2ݔ ݀ݔ; б) ׬ ௦௜௡௫ ௗ௫
ଶା௖௢௦మ௫
; 
        в) ׬ ௫ାହ
௫రାଶ௫యା௫మ
݀ݔ;  г) ׬ ௗ௫
√௫ቀ √௫య ାଵቁ
. 
 
178. а) ׬ ݔିଶ · ݈݊ଶݔ ݀ݔ;  б) ׬ √ܿ݋ݏݔర · ݏ݅݊ݔ ݀ݔ; 
        в) ׬ ௫ାଷ
௫యା௫మିଶ௫
݀ݔ;  г) ׬ ௗ௫
√௫ర ା√௫
. 
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179. а) ׬ ݔ · ܽݎܿݐ݃ ௫
ଶ
݀ݔ;  б) ׬ ௖௢௦௫
ଷି௦௜௡మ௫
݀ݔ; 
        в) ׬ ௫
ఱା௫రି଼
௫యିସ௫
݀ݔ;  г) ׬ ௗ௫
௫ିସ√௫
. 
 
180. а) ׬ ௟௡௫
√௫
݀ݔ;   б) ׬ ݏ݅݊ହ2ݔ · ܿ݋ݏ2ݔ ݀ݔ; 
        в) ׬ ௫ାଶ
௫యାସ௫మାହ௫
݀ݔ;  г) ׬ ௗ௫
√௫ାଶሺ௫ାଷሻ
. 
 
 
1.2. Визначений інтеграл 
 
181 – 190. Обчислити визначені інтеграли. 
 
181. а) ׬ ݏ݅݊ଷݔ ݀ݔ
ഏ
మ
଴ ;     б) ׬
௘మೣ
ଵା௘ೣ
݀ݔଵ଴ . 
182. а) ׬ ௦௜௡ଶ௫
ଷା௖௢௦మ௫
݀ݔ
ഏ
మ
଴ ;     б) ׬
௫య
௫మାଵ
݀ݔଵ଴ . 
183. а) ׬ √ܿ݋ݏݔయ · ݏ݅݊ݔ ݀ݔ
ഏ
మ
଴ ;   б) ׬
ௗ௫
௫యା௫
ଷ
ଵ . 
184. а) ׬ ଵାହ௧௚௫
௖௢௦మ௫
݀ݔ
ഏ
ర
ഏ
ల
;     б) ׬ ݈݊ሺݔ ൅ 3ሻ݀ݔଷ଴ . 
185. а) ׬ ݏ݅݊ଷݔ · ܿ݋ݏସݔ ݀ݔ
ഏ
మ
଴ ;   б) ׬
√௫
√௫ିଵ
݀ݔଽସ . 
186. а) ׬ ܿ݋ݏଷݔ ݀ݔ
ഏ
మ
଴ ;     б) ׬
ସೣ
ଵାଶೣ
݀ݔଵ଴ . 
187. а) ׬ ௦௜௡ଶ௫
ଷା௦௜௡మ௫
݀ݔ
ഏ
మ
଴ ;     б) ׬
௫య
௫ିଵ
݀ݔ଴ିଵ . 
188. а) ׬ ௗ௫
௖௢௦మ௫ሺଵା௧௚ଶ௫ሻ
ഏ
ర
଴ ;    б) ׬
ௗ௫
௫యି௫మ
ଷ
ଶ . 
189. а) ׬ ଵାଷ௖௧௚௫
௦௜௡మ௫
݀ݔ
ഏ
ర
ഏ
ల
;     б) ׬ √ݔ · ݈݊ݔ ݀ݔ
ସ
ଵ . 
190. а) ׬ ܿ݋ݏଷݔ · ݏ݅݊ସݔ ݀ݔ
ഏ
మ
଴ ;   б) ׬
௫
√ଶାସ௫
݀ݔସଵ . 
 
 
191 – 200. Обчислити площу фігури Ф і об’єм тіла, утвореного      
                 обертанням фігури Ф навколо осі Ох. 
 
191. Ф: ݕ ൌ 3ݔଶ ൅ 1;     ݕ ൌ 3ݔ ൅ 7. 
192. Ф: ݔݕ െ 4 ൌ 0;      ݔ ൅ ݕ െ 5 ൌ 0. 
193. Ф: ݕ െ 6ݔ െ ݔଶ ൌ 0;     ݕ െ ݔ ൌ 0. 
194. Ф: ݕ ൌ √ݔ;     ݔݕ ൌ 1;     ݔ ൌ 4. 
195. Ф: ݕ ൌ ݔଷ;     ݕ െ √ݔ ൌ 0. 
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196. Ф: ݕ ൌ 4 െ ݔଶ;     ݔ െ ݕ ൅ 2 ൌ 0. 
197. Ф: ݔݕ െ 6 ൌ 0;     ݔ ൅ 2ݕ െ 6 ൌ 0. 
198. Ф: ݕ ൌ √ݔ;     ݔݕ െ 1 ൌ 0;     ݔ ൌ 4;     ݕ ൌ 0. 
199. Ф: ݕ ൌ ݔଷ;     ݔ ൌ 0;     ݔݕ ൌ 1;     ݕ ൌ 2. 
200. Ф: ݕ ൌ 6ݔ െ ݔଶ;     ݕ ൅ ݔ െ 6 ൌ 0. 
 
 
201 – 210. Обчислити довжину дуги кривої ݈. 
 
201. ݈:    ݕ ൌ ଵ
ଶ
ሺ݁௫ ൅ ݁ି௫ሻ;      0 ൑ ݔ ൑ 1. 
202. ݈:    ߩ ൌ 3ሺ1 െ ܿ݋ݏ߮ሻ;      0 ൑ ߮ ൑ గ
ସ
. 
203. ݈:    ൜ ݔ ൌ 2
ሺݐ െ ݏ݅݊ݐሻ
ݕ ൌ 2ሺ1 െ ܿ݋ݏݐሻ
;     0 ൑ ݐ ൑ గ
ସ
. 
204. ݈:    ݕ ൌ ݈݊ݔ;                       √3 ൑ ݔ ൑ √8. 
205. ݈:    ߩ ൌ 2ሺ1 ൅ ܿ݋ݏ߮ሻ;      గ
ସ
൑ ߮ ൑ గ
ଶ
. 
206. ݈:    ൜ݔ ൌ 4ܿ݋ݏ
ଷݐ
ݕ ൌ 4ݏ݅݊ଷݐ ;               0 ൑ ݐ ൑
గ
ସ
. 
207. ݈:    ݕ ൌ ݔ√ݔ;                        0 ൑ ݔ ൑ 9. 
208. ݈:    ߩ ൌ 2݁ଶఝ;                       0 ൑ ߮ ൑ 5. 
209. ݈:    ൜ݔ ൌ 8ݏ݅݊ݐ ൅ 6ܿ݋ݏݐݕ ൌ 6ݏ݅݊ݐ െ 8ܿ݋ݏݐ ;   0 ൑ ݐ ൑
గ
ଶ
. 
210. ݈:    ݕ ൌ 2 ൅ ln ܿ݋ݏݐ ;           గ
଺
൑ ݔ ൑ గ
ଷ
. 
 
 
 211 – 220. Обчислити невласні інтеграли або довести їх 
розбіжність. 
 
211. ׬ ݔ · ݁ି௫
మ
݀ݔஶ଴ .  212. ׬
௫ௗ௫
ሺ௫మାଵሻమ
ିଷ
ିஶ . 
213. ׬ ௗ௫
௫మାଶ௫ାଵ଴
ஶ
ିଵ .  214. ׬
௫మௗ௫
ඥଵି௫య
ଵ
଴ . 
215. ׬ ௗ௫
ሺଵି௫ሻమ
ଶ
ଵ .   216. ׬
ௗ௫
௫·௟௡௫
ஶ
ଶ . 
217. ׬ ௗ௫
ሺ௫ିଶሻమ
ଷ
଴ .   218. ׬
ௗ௫
ඥሺ௫ିଷሻమయ
ସ
଴ . 
219. ׬ ௗ௫
ሺ௫ାଷሻర
ଶ
ିଷ .   220. ׬
ௗ௫
௫మି଺௫ାଵ଴
ାஶ
ିஶ . 
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1.3. Кратні інтеграли 
 
221 – 230. Знайти межі інтегрування подвійного інтеграла 
׭ ݂ሺݔ, ݕሻ݀ݔ݀ݕ஽ , якщо відомі рівняння кривих, що обмежують область 
інтегрування ܦ (двома способами). 
 
221. ܦ:     ݔ ൌ ඥ4 െ ݕ;     ݕ ൌ 2ݔ ൅ 1;     ݔ ൌ 0. 
222. ܦ:     ݕ ൌ 2;     ݕ ൌ 3;     ݕ ൌ ݔ ൅ 1;    ݔ ൌ 5. 
223. ܦ:     ݕ ൌ ݁௫;     ݕ ൌ ݁ଶ௫;     ݔ ൌ 1. 
224. ܦ:     ݕ ൌ 0;     ݕ ൌ 2√ݔ;     ݔ ൅ ݕ ൌ 3. 
225. ܦ:     ݕ ൌ ݔଶ;    ݕ െ ݔ െ 2 ൌ 0. 
226. ܦ:     ݔݕ െ 4 ൌ 0;     ݕ െ ݔ ൌ 0;     ݔ ൌ 4. 
227. ܦ:     ݕ ൌ ݔଶ;     ݕ ൌ ݔଶ ൅ 2;     ݔ ൌ 0;     ݔ ൌ 2. 
228. ܦ:     ݕ െ ݔ ൌ 0;     ݕ ൌ 1;     ݕ െ 2ݔ ൅ 3 ൌ 0. 
229. ܦ:     ݔݕ െ 1 ൌ 0;     ݕ ൌ √ݔ;     ݕ ൌ 2. 
230. ܦ:     ݕ ൌ 4 െ ݔଶ;     ݕ ൌ ݔଶ െ 2ݔ. 
 
 
 231 – 240. Обчислити подвійний інтеграл по області ܦ від 
заданої функції ݂ሺݔ, ݕሻ. 
 
231. ݂ሺݔ, ݕሻ ൌ ݔଶ ൅ ݕ;  ܦ:    ݕ ൌ ݔଶ;     ݔ ൌ ݕଶ.  
232. ݂ሺݔ, ݕሻ ൌ ݔ · ݕଶ;  ܦ:    ݕ ൌ ݔଶ;     ݕ െ 2ݔ ൌ 0.  
233. ݂ሺݔ, ݕሻ ൌ ݔ ൅ ݕ;  ܦ:    ݕଶ ൌ ݔ;     ݔ െ ݕ ൌ 0.  
234. ݂ሺݔ, ݕሻ ൌ ݔ · ሺݕ െ 1ሻ; ܦ:    ݕ ൌ 5ݔ;     ݕ ൌ ݔ;     ݔ ൌ 3.  
235. ݂ሺݔ, ݕሻ ൌ ݔ െ ݕଶ;  ܦ:    ݕ ൌ ݔଶ;     ݕ ൌ 4.  
236. ݂ሺݔ, ݕሻ ൌ ݔଶ · ݕ;  ܦ:    ݕ ൌ 2ݔଷ;     ݔ ൌ 1;     ݕ ൌ 0.  
237. ݂ሺݔ, ݕሻ ൌ ݔሺݕ ൅ 2ݔሻ; ܦ:    ݕ ൌ 1 െ ݔଶ;     ݕ ൒ 0.  
238. ݂ሺݔ, ݕሻ ൌ ݕሺ1 െ ݔሻ;  ܦ:    ݕ ൌ ݔଷ;      ݕ ൌ 8;     ݔ ൌ 0.  
239. ݂ሺݔ, ݕሻ ൌ ݔଷ ൅ ݕ;  ܦ:    ݔ ൅ ݕ ൌ 1;     ݔ ൅ ݕ ൌ 2;  
             ݔ ൌ 0;     ݔ ൌ 1. 
240. ݂ሺݔ, ݕሻ ൌ ௬
మ
௫మ
;  ܦ:    ݕ ൌ ݔ;     ݔݕ ൌ 1;     ݕ ൌ 2.  
 
  
241 – 250. Знайти площу ܵ плоскої фігури ܦ, якщо відомі 
рівняння кривих, що її обмежують. 
 
241. ܦ:    ݕଶ ൌ 4ݔ;     ݔ ൅ ݕ ൌ 3;     ݕ ൒ 0. 
242. ܦ:    ݔݕ െ 1 ൌ 0;     ݕ ൌ ݔଶ;     ݔ ൌ 0;      ݕ ൌ 2. 
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243. ܦ:    ݔ ൌ 4 െ ݕଶ;     ݔ െ ݕ ൅ 2 ൌ 0. 
244. ܦ:    ݕ ൌ ݔଶ ൅ 4ݔ;     ݕ െ ݔ െ 4 ൌ 0. 
245. ܦ:    ݕ ൌ √6 െ ݔଶ;     ݕ ൌ √ݔ;     ݔ ൒ 0. 
246. ܦ:    ݕ ൌ √ݔ;     ݔ ൅ ݕ െ 2 ൌ 0;     ݕ ൌ 0. 
247. ܦ:    ݔݕ െ 1 ൌ 0;     ݕ ൌ ݔ;     ݕ ൌ ௫
ସ
. 
248. ܦ:    2ݕ െ √ݔ ൌ 0;     ݕ ൌ 5 െ ݔ;     ݔ ൒ 0. 
249. ܦ:    ݕ ൌ ݔଶ;     ݕ ൌ ݔ;     ݕ ൌ 4ݔ. 
250. ܦ:    ݔݕ െ 1 ൌ 0;      ݕ ൌ ݔଶ;     ݔ ൌ 4. 
 
 
 251 – 260. Знайти об’єм тіла, обмеженого вказаними 
поверхнями, побудувавши його проекцію на площину ݔܱݕ, за 
допомогою потрійного інтеграла. 
 
251. ݖ ൌ 0;    ݕଶ ൌ ݔ;     ݔ ൌ 3;     ݖ ൌ ݔ. 
252. ݖ ൌ 0;     ݔ ൅ ݕ ൌ 1;     ݖ ൌ ݕଶ;     ݔ ൌ 0. 
253. ݖ ൌ 0;     ݖ ൌ ݔଶ ൅ 2ݕଶ;     ݕ ൌ ݔ;     ݕ ൌ 1;     ݔ ൌ 0. 
254. ݖ ൌ 0;     ݕ ൌ ݔଶ;     ݔ ൌ ݕଶ;     ݖ ൌ 3ݔ ൅ 2ݕ ൅ 6. 
255. ݖ ൌ 0;     ݕ ൌ 2ݔ;     ݔ ൅ ݕ ൅ ݖ െ 2 ൌ 0;     ݔ ൌ 0. 
256. ݖ ൌ 0;     ݕ ൌ ݔଶ;     ݕ ൅ ݖ െ 2 ൌ 0. 
257. ݖ ൌ 0;    ݔଶ ൌ 1 െ ݕ;     ݔ ൅ ݕ ൅ ݖ െ 3 ൌ 0;     ݕ ൌ 0. 
258. ݖ ൌ 0;     ݕ ൌ ݔଶ െ 1;     ݕ ൌ 3;     ݖ ൌ 3ݔଶ ൅ 2ݕଶ ൅ 1. 
259. ݖ ൌ 0;     ݕ ൌ 4;     ݖ ൌ 2ݔ ൅ 5ݕ ൅ 10;     ݕ ൌ ݔଶ. 
260. ݖ ൌ 0;     ݕ ൌ േݔ;     ݕ ൌ 2;     ݕ ൌ 1 െ ݖଶ. 
 
 
II. Диференціальні рівняння 
 
261 – 270. Знайти загальний або частинний розв’язок 
диференціального рівняння. 
 
261.  1) ݁௫ାଷ௬ · ݀ݕ ൌ ݔ · ݀ݔ; 
 2) ݕ െ ݔݕ ൌ ௫
௖௢௦೤ೣ
; 
 3) ሺݔଶ ൅ 1ሻݕ ൅ 4ݔݕ ൌ 3;     ݕሺ0ሻ ൌ 0; 
 4) ݕ ൌ ଵ
௖௢௦మ௫
;     ݕሺ0ሻ ൌ 1;     ݕ ሺ0ሻ ൌ ଷ
ହ
; 
 5) ݕ െ 2ݕ ൅ ݕ ൌ ݔଶ ൅ ݔ ൅ 6;     ݕሺ0ሻ ൌ െ2;     ݕ ሺ0ሻ ൌ 0.  
 
262.  1) ݕ ൌ ሺ2ݔ െ 1ሻ · ܿݐ݃ݕ; 
 2) ሺݕଶ െ 3ݔଶሻ · ݀ݕ ൌ 2ݔݕ · ݀ݔ; 
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 3) ݕ ൅ ݕ ݐ݃ݔ ൌ ଵ
௖௢௦௫
;     ݕሺ0ሻ ൌ 0;     
 4) ݕ ൌ 4 ܿ݋ݏ2ݔ;     ݕሺ0ሻ ൌ 1;     ݕ ሺ0ሻ ൌ 3; 
 5) ݕ ൅ 2ݕ ൌ െ12ܿ݋ݏ2ݔ െ 8 ݏ݅݊2ݔ;    ݕሺ0ሻ ൌ 2; ݕ ሺ0ሻ ൌ 0.  
 
263.  1) ሺ1 ൅ ݁௫ሻ · ݕ݀ݕ ൌ ݁௫ · ݀ݔ; 
 2) ݕଶ ൅ ݔଶ · ݕ ൌ ݔݕ · ݕ ; 
 3) ሺ1 െ ݔሻ · ሺݕ ൅ ݕሻ ൌ ݁௫;     ݕሺ0ሻ ൌ 0; 
 4) ݕ ൌ ሺ1 ൅ ݔଶሻିଵ;     ݕሺ0ሻ ൌ 2;      ݕ ሺ0ሻ ൌ 0; 
 5) ݕ െ 6ݕ ൅ 25ݕ ൌ 9ݏ݅݊4ݔ െ 24ܿ݋ݔ4ݔ; 
                                                                                      ݕሺ0ሻ ൌ 1;  ݕ ሺ0ሻ ൌ 1. 
 
264.  1) ሺݕଶ ൅ 3ሻ · ݀ݔ ൌ ݁௫ · ݔିଵ · ݕ · ݀ݕ; 
 2) ݕ ൌ ݔ · ݕିଵ ൅ ݕ · ݔିଵ; 
 3) ݔݕ െ 2ݕ ൌ 2ݔସ;     ݕሺ0ሻ ൌ 0; 
 4) ݕ ൌ ݔ ൅ ݏ݅݊ݔ;     ݕሺ0ሻ ൌ െ3;     ݕ ሺ0ሻ ൌ 0; 
 5) ݕ ൅ 10ݕ ൅ 34ݕ ൌ െ9݁ିହ௫;     ݕሺ0ሻ ൌ 0;     ݕ ሺ0ሻ ൌ 6.  
 
265.  1) ሺ1 ൅ ݁௫ሻ · ݕ · ݕ ൌ ݁௫; 
 2) ݔݕ െ ݕ ൌ ݔ · ݐ݃ ௬
௫
; 
 3) ݕ ൌ 2ݔሺݔଶ ൅ ݕሻ;     ݕሺ0ሻ ൌ 0; 
 4) ݕ ൌ ଵ
ඥଵି௫మ
;     ݕሺ0ሻ ൌ 2;     ݕ ሺ0ሻ ൌ 3; 
 5) ݕ െ 2ݕ ൅ 5ݕ ൌ 5ݔଶ ൅ 6ݔ ൅ 12;     ݕሺ0ሻ ൌ 0; ݕ ሺ0ሻ ൌ 2.  
 
266.  1) ݏ݅݊ݔ · ݐ݃ݕ · ݀ݔ െ ௗ௬
௦௜௡௫
ൌ 0; 
 2) ݔݕ ൌ ݕ െ ݔ · ݁
೤
ೣ; 
 3) ݔଶݕ ൅ ݔݕ ൅ 1 ൌ 0;     ݕሺ1ሻ ൌ 0; 
 4) ݕ ൌ ଵ
௦௜௡మଶ௫
;     ݕ ቀగ
ସ
ቁ ൌ గ
ସ
;     ݕ ቀగ
ସ
ቁ ൌ 1; 
 5) ݕ െ 9ݕ ൅ 18ݕ ൌ 26ܿ݋ݏݔ െ 8ݏ݅݊ݔ; 
                                                                                     ݕሺ0ሻ ൌ 0;   ݕ ሺ0ሻ ൌ 2. 
 
267.  1) 3݁௫ݏ݅݊ݕ ݀ݔ ൅ ሺ1 െ ݁௫ሻܿ݋ݏݕ ݀ݕ ൌ 0; 
 2) ൫ݕ ൅ ඥݔݕ൯݀ݔ െ ݔ · ݀ݕ ൌ 0; 
 3) ݔଶݕ ൅ ݔݕ െ ܿ݋ݏݔ ൌ 0;     ݕ ቀగ
ଶ
ቁ ൌ 0; 
 4) ݕ ൌ ܿ݋ݏݔ ൅ ݁ି௫;      ݕሺ0ሻ ൌ െ݁ିగ;      ݕ ሺ0ሻ ൌ 1; 
 5) ݕ െ 10ݕ ൅ 25ݕ ൌ ݁ହ௫;      ݕሺ0ሻ ൌ 1;      ݕ ሺ0ሻ ൌ 0.  
 
268.  1) ݕ ൌ ሺ4ݕ ൅ 1ሻ · ݐ݃ݔ; 
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 2) ݔݕ ൅ ݕଶ ൌ ሺ2ݔଶ ൅ ݔݕሻ · ݕ ; 
 3) ሺݔ ൅ 1ሻ · ݕ ൅ ݕ ൌ ݔଷ ൅ ݔଶ;      ݕሺ0ሻ ൌ 0; 
 4) ݕ ൌ ݏ݅݊ଷݔ;      ݕ ቀగ
ଶ
ቁ ൌ െ ଻
ଽ
;      ݕ ቀగ
ଶ
ቁ ൌ 0; 
 5) ݕ ൅ 12ݕ ൅ 36ݕ ൌ 72ݔଷ െ 18;      ݕሺ0ሻ ൌ 1;  ݕ ሺ0ሻ ൌ 0 .  
 
269.  1) ݏ݅݊ݔ · ݕ ൌ ݕ · ܿ݋ݏݔ ൅ 2ܿ݋ݏݔ; 
 2) ൫2ඥݔݕ െ ݕ൯݀ݔ ൌ െݔ · ݀ݕ;    
 3) ሺݔ · ݕ െ 1ሻ · ݈݊ݔ ൌ 2ݕ;      ݕሺ݁ሻ ൌ 0; 
 4) ݕ ൌ ݔ െ ݈݊ݔ;      ݕሺ1ሻ ൌ െ ହ
ଵଶ
;     ݕ ሺ1ሻ ൌ ଷ
ଶ
 ; 
 5) ݕ ൅ 16ݕ ൌ 32݁ସ௫;      ݕሺ0ሻ ൌ 2;     ݕ ሺ0ሻ ൌ 0.  
 
270.  1) ݔ · ݕ ൅ ݕ ൌ ݕଶ; 
 2) ݕ ൌ ௫
௬
൅ ௬
௫
; 
 3) ݔ · ݕ െ ௬
௫ାଵ
ൌ ݔ;      ݕሺ1ሻ ൌ 0; 
 4) ݕ ൌ ܽݎܿݐ݃ݔ;      ݕሺ0ሻ ൌ 1;     ݕ ሺ0ሻ ൌ 0 ; 
 5) ݕ ൅ 6ݕ ൅ 13ݕ ൌ ݔ;      ݕሺ0ሻ ൌ 0;      ݕ ሺ0ሻ ൌ 0.  
 
 
 271 – 280. Знайти загальний розв’язок системи 
диференціальних рівнянь за допомогою характеристичного рівняння. 
 
271. ൜
ݔ ൌ 2ݔ ൅ ݕ  
ݕ ൌ 3ݔ ൅ 4ݕ.  272. ቄ
ݔ ൌ ݔ െ ݕ      
ݕ ൌ െ4ݔ െ ݕ. 
 
273. ൜ݔ ൌ െݔ ൅ 8ݕݕ ൌ ݔ ൅ ݕ      .  274. ൜
ݔ ൌ െ2ݔ െ 3ݕ
ݕ ൌ െݔ             . 
 
275. ቄ
ݔ ൌ ݔ െ ݕ        
ݕ ൌ െ4ݔ ൅ 4ݕ.  276. ൜
ݔ ൌ െ2ݔ ൅ ݕ  
ݕ ൌ െ3ݔ ൅ 2ݕ. 
 
277. ൜
ݔ ൌ 6ݔ െ ݕ  
ݕ ൌ 3ݔ ൅ 2ݕ.  278. ൜
ݔ ൌ 2ݔ ൅ ݕ      
ݕ ൌ െ6ݔ െ 3ݕ. 
 
279. ൜
ݔ ൌ 4ݔ ൅ 2ݕ
ݕ ൌ 4ݔ ൅ 6ݕ.  280. ൜
ݔ ൌ 8ݔ ൅ 3ݕ
ݕ ൌ 2ݔ ൅ ݕ  . 
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III. Ряди 
 
 281 – 290. Дослідити на збіжність числовий ряд. 
281. ݑ௡ ൌ
ଷ௡ା଻
ଶ೙
.    282. ݑ௡ ൌ
ሺଶ௡ିଵሻయ
௡!
. 
283. ݑ௡ ൌ
ଷ௡మାହ
௡ర
.   284. ݑ௡ ൌ
ଶ௡ାଵ
ହ೙
. 
285. ݑ௡ ൌ
ሺ௡ାହሻ·ଷ೙
ସ೙
.   286. ݑ௡ ൌ
ଷ೙·௡
√ଶ೙
. 
287. ݑ௡ ൌ
ሺ଴,଼଻ହሻ೙
௡ళ
.   288. ݑ௡ ൌ
ସ೙ሺ௡ାଶሻ!
௡ఱ
. 
289. ݑ௡ ൌ
଻௡ାଵ
ହ೙·√௡
.    290. ݑ௡ ൌ
௘೙
ଶ೙ሺଷ௡ାଵሻ
. 
 
 
 291 – 300. Дослідити на абсолютну та умовну збіжність 
числовий ряд. 
291. ݑ௡ ൌ
ሺିଵሻ೙
ଶ೙·√௡ାଵ
.  292. ݑ௡ ൌ ሺെ1ሻ௡
௡√௡
ଶ೙ାଵ
. 
293. ݑ௡ ൌ ሺെ1ሻ௡
ሺ௡ାଵሻ√௡
ଷ೙
.  294. ݑ௡ ൌ ሺെ1ሻ௡
଼
௡·଻೙
. 
295. ݑ௡ ൌ ሺെ1ሻ௡
ଷ௡మ
௡యାଵ
.  296. ݑ௡ ൌ ሺെ1ሻ௡
௡మ
ሺ௡యାଵሻ√௡
. 
297. ݑ௡ ൌ
ሺିଵሻ೙
௡ሺଷ௡మାଵሻ
.  298. ݑ௡ ൌ ሺെ1ሻ௡
௡ାହ
଻೙
. 
299. ݑ௡ ൌ ሺെ1ሻ௡
௡మାହ
ଽ೙
.  300. ݑ௡ ൌ ሺെ1ሻ௡
௡√௡
௡ఱାଵ
. 
 
 
 301 – 310. Знайти інтервал збіжності степеневого ряду. 
301. ݑ௡ ൌ
ଵ
ସ೙ሺ௡ାଵሻ
· ݔ௡.  302. ݑ௡ ൌ
ହ೙
௡·ଷ೙
· ݔ௡. 
303. ݑ௡ ൌ
ସ೙
௡మା଼
· ݔ௡.  304. ݑ௡ ൌ
௡మାଵ
ଷ೙
· ݔ௡. 
305. ݑ௡ ൌ
ହ೙
଺೙√௡
· ݔ௡.  306. ݑ௡ ൌ
ଵ
ଶ೙√௡ାଵ
· ݔ௡. 
307. ݑ௡ ൌ
ଶ೙
ଶ௡ାଵ
· ݔ௡.  308. ݑ௡ ൌ
ଷ೙
√௡ାଵ
· ݔ௡. 
309. ݑ௡ ൌ
ଷ೙
௡మ·√௡
· ݔ௡.  310. ݑ௡ ൌ
௡మାଽ
ହ೙
· ݔ௡. 
 
311 – 320.  За допомогою степеневого ряду обчислити 
наближене значення інтеграла з точністю 0,0001. 
 
311. ׬ √ݔ · ݏ݅݊ݔ · ݀ݔ
଴,ଶ
଴ .  312. ׬ ݁
ିೣ
మ
మ · ݀ݔଵ଴ . 
 65
313. ׬ ܿ݋ݏݔଷ · ݀ݔ
భ
మ
଴ .  314. ׬ √ݔ · ݁
ି௫ · ݀ݔ଴,ଶ଴ . 
315. ׬ ଵା௖௢௦௫
௫మ
· ݀ݔ଴,ହ଴,ଷ .  316. ׬ ܿ݋ݏ
௫మ
ସ
· ݀ݔଵ଴ . 
317. ׬ ݔଶ · ݏ݅݊ݔ · ݀ݔଵ଴ .  318. ׬ ܽݎܿݐ݃
௫మ
ଶ
· ݀ݔଵ଴ . 
319. ׬ ܿ݋ݏ √ݔయ · ݀ݔ
ଵ
଴ .  320. ׬ ݈݊ሺ1 ൅ ݔ
ଷሻ · ݀ݔ
భ
మ
଴ . 
 
 321 – 330. Розкласти в ряд Фур’є періодичну з періодом 2ߨ 
функцію ݂ሺݔሻ, задану на відрізку ൣ– ߨ, ߨ൧. Зробити рисунок. 
 
321. ݂ሺݔሻ ൌ ቊ
0,       െ ߨ ൑ ݔ ൏ 0
௫
ହ
െ 2,     0 ൑ ݔ ൑ ߨ. 
  
322. ݂ሺݔሻ ൌ ቄെݔ െ 1,    െ ߨ ൑ ݔ ൑ 00,                     0 ൏ ݔ ൑ ߨ. 
 
323. ݂ሺݔሻ ൌ ቊ
0,       െ ߨ ൑ ݔ ൏ 0
௫
ଷ
െ 3,     0 ൑ ݔ ൑ ߨ. 
 
324. ݂ሺݔሻ ൌ ቄ3 െ 8ݔ,    െ ߨ ൑ ݔ ൑ 00,                    0 ൏ ݔ ൑ ߨ. 
 
325. ݂ሺݔሻ ൌ ቄ 0,         െ ߨ ൑ ݔ ൏ 04ݔ െ 3,     0 ൑ ݔ ൑ ߨ. 
 
326. ݂ሺݔሻ ൌ ቄ4 െ 9ݔ,    െ ߨ ൑ ݔ ൑ 00,                    0 ൏ ݔ ൑ ߨ. 
 
327. ݂ሺݔሻ ൌ ቄ0,       െ ߨ ൑ ݔ ൏ 03 ൅ ݔ,     0 ൑ ݔ ൑ ߨ. 
 
328. ݂ሺݔሻ ൌ ቄ10ݔ െ 3,    െ ߨ ൑ ݔ ൑ 00,                      0 ൏ ݔ ൑ ߨ. 
 
329. ݂ሺݔሻ ൌ ቄ0,       െ ߨ ൑ ݔ ൏ 05 െ ݔ,     0 ൑ ݔ ൑ ߨ. 
 
330. ݂ሺݔሻ ൌ ቄ2ݔ െ 1,    െ ߨ ൑ ݔ ൑ 00,                    0 ൏ ݔ ൑ ߨ. 
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IV. Елементи теорії поля 
 331 – 340. Маємо векторне поле ܨԦ ൌ ܲ · ଓԦ ൅ ܳ · ଔԦ ൅ ܴ · ሬ݇Ԧ і 
площину ܣݔ ൅ ܤݕ ൅ ܥݖ ൅ ܦ ൌ 0     ሺܲሻ, яка разом з координатними 
площинами утворює піраміду ܸ. 
 Нехай: ߪ - основа піраміди, яка належить площині ሺܲሻ;  - ݈  
контур, що обмежує ߪ; ሬ݊Ԧ - зовнішня нормаль до ܸ. 
 Знайти: 
1) потік векторного поля ܨԦ крізь поверхню ߪ у 
напрямку нормалі  ሬ݊Ԧ; 
2) циркуляцію векторного поля ܨԦ по замкненому 
контуру ݈. 
Зробити рисунок. 
331. ܨԦ ൌ ሺݖ, ݔ ൅ ݕ, 2ݖ െ ݕሻ  ܲ:     2ݔ ൅ ݕ ൅ 2ݖ ൌ 2 . 
332. ܨԦ ൌ ሺݔ ൅ ݖ, ݖ, 2ݔ െ ݕሻ  ܲ:     3ݔ ൅ 2ݕ ൅ ݖ ൌ 6 . 
333. ܨԦ ൌ ሺݕ ൅ ݖ, ݔ, ݕ െ 2ݖሻ  ܲ:     2ݔ ൅ 2ݕ ൅ ݖ ൌ 2 . 
334. ܨԦ ൌ ሺ2ݕ െ ݖ, ݔ ൅ 2ݕ, ݕሻ  ܲ:     ݔ ൅ 3ݕ ൅ 2ݖ ൌ 6 . 
335. ܨԦ ൌ ሺݕ ൅ ݖ, ݔ ൅ 6ݕ, ݕሻ  ܲ:     ݔ ൅ 2ݕ ൅ 2ݖ ൌ 2 . 
336. ܨԦ ൌ ሺ3ݔ ൅ ݕ, ݔ ൅ ݖ, ݕሻ  ܲ:     ݔ ൅ 2ݕ ൅ ݖ ൌ 2 . 
337. ܨԦ ൌ ሺݔ ൅ ݕ, ݖ, 2ݔ െ ݕሻ  ܲ:     2ݔ ൅ 2ݕ ൅ ݖ ൌ 4 . 
338. ܨԦ ൌ ሺݔ ൅ ݖ, ݔ ൅ 3ݕ, ݕሻ  ܲ:     ݔ ൅ ݕ ൅ 2ݖ ൌ 2 . 
339. ܨԦ ൌ ሺ2ݕ െ ݖ, ݔ ൅ ݕ, ݔሻ  ܲ:     ݔ ൅ 2ݕ ൅ 2ݖ ൌ 4 . 
340. ܨԦ ൌ ሺݕ െ ݖ, 2ݔ ൅ ݕ, ݖሻ  ܲ:     2ݔ ൅ ݕ ൅ ݖ ൌ 2 . 
 
 341 – 350. Перевірити, чи є векторне поле                     ܨԦ ൌ ܲ ·
ଓԦ ൅ ܳ · ଔԦ ൅ ܴ · ሬ݇Ԧ потенціальним і соленоідальним . У разі 
потенціальності поля ܨԦ знайти його потенціал. 
341. ܨԦ ൌ ሺ9ݔ ൅ 5ݕݖ, 9ݕ ൅ 5ݔݖ, 9ݖ ൅ 5ݔݕሻ. 
342. ܨԦ ൌ ሺ3ݔ െ ݕݖ, 3ݕ െ ݔݖ, 3ݖ െ ݔݕሻ. 
343. ܨԦ ൌ ሺ7ݔ െ 2ݕݖ, 7ݕ െ 2ݔݖ, 7ݖ െ 2ݔݕሻ. 
344. ܨԦ ൌ ሺ5ݔ ൅ 4ݕݖ, 5ݕ ൅ 4ݔݖ, 5ݖ ൅ 4ݔݕሻ. 
345. ܨԦ ൌ ሺݔ ൅ 2ݕݖ, ݕ ൅ 2ݔݖ, ݖ ൅ 2ݔݕሻ. 
346. ܨԦ ൌ ሺ4ݔ െ 7ݕݖ, 4ݕ െ 7ݔݖ, 4ݖ െ 7ݔݕሻ. 
347. ܨԦ ൌ ሺ12ݔ ൅ ݕݖ, 12ݕ ൅ ݔݖ, 12ݖ ൅ ݔݕሻ. 
348. ܨԦ ൌ ሺ10ݔ െ 3ݕݖ, 10ݕ െ 2ݔݖ, 10ݖ െ 3ݔݕሻ. 
349. ܨԦ ൌ ሺ6ݔ ൅ 7ݕݖ, 6ݕ ൅ 7ݔݖ, 6ݖ ൅ 7ݔݕሻ. 
350. ܨԦ ൌ ሺ8ݔ െ 5ݕݖ, 8ݕ െ 5ݔݖ, 8ݖ െ 5ݔݕሻ. 
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 351 – 360. Знайти: 
1) похідну функції ݑ ൌ ݑሺݔ, ݕ, ݖሻ в точці ܣ за даним 
напрямком від точки ܣ до точки ܤ; 
2) значення і напрямок градієнта скалярного поля 
ݓ ൌ ݓሺݔ, ݕ, ݖሻ в точці ܥ. 
351. ݑ ൌ ݖ · ݁௫మା௬మା௭మ;  ݓ ൌ ݈݊ ቀݔ ൅ ௬
ଶ௭
ቁ; 
   ܣሺ0,0,0ሻ  ܤሺ3, െ4,2ሻ, ܥሺ1,2,1ሻ. 
 
352. ݑ ൌ ݔଶݕ ൅ ݕଶݖ ൅ ݖଶݔ; ݓ ൌ √ݖ · ݏ݅݊
௬
௫
;   
   ܣሺ1, െ1,2ሻ,  ܤሺ3,4, െ1ሻ, ܥሺ2,0,4ሻ. 
 
353. ݑ ൌ ௫
௫మା௬మା௭మ
;  ݓ ൌ ݈݊൫ √ݔఱ ൅ ඥݕర െ ݖ൯;  
ܣሺ1,2,2ሻ,  ܤሺെ3,2, െ1ሻ, ܥሺ1,1,1ሻ. 
 
354. ݑ ൌ ݔ · ݁௬ ൅ ݕ · ݁௫ െ ݖଶ; ݓ ൌ 8ඥݔଷ ൅ ݕଶ ൅ ݖఱ ;  
   ܣሺ3,0,2ሻ,  ܤሺ4,1,3ሻ, ܥሺ3,2,1ሻ. 
 
355. ݑ ൌ ሺݔଶ ൅ ݕଶ ൅ ݖଶሻଷ; ݓ ൌ ݈݊ሺݔଷ ൅ 2ݕଶ െ ݖଷሻ;  
  ܣሺ1,2, െ1ሻ,  ܤሺ0, െ1,3ሻ, ܥሺ2,1,0ሻ. 
 
356. ݑ ൌ ଵ଴
௫మା௬మା௭మାଵ
;  ݓ ൌ √ݖ · ݈݊൫√ݔ ൅ ඥݕ൯;  
  ܣሺെ1,2, െ2ሻ,  ܤሺ2,0,1ሻ, ܥሺ4,1,4ሻ. 
 
357. ݑ ൌ ݁௫௬ା௭మ;  ݓ ൌ ܽݎܿݏ݅݊൫ݔ · ඥݕ൯ െ ݕݖଶ;  
ܣሺെ5,0,2ሻ,  ܤሺ2,4, െ3ሻ, ܥሺ0,4,1ሻ. 
 
358. ݑ ൌ ݔ௬ െ 3ݔݕݖ; ݓ ൌ ln ܿ݋ݏሺݔଶݕଶ ൅ ݖሻ;  
ܣሺ2,2, െ4ሻ,  ܤሺ1,0, െ3ሻ, ܥ ቀ0,0, గ
ସ
ቁ. 
 
359. ݑ ൌ ௫௬௭
௫మା௬మା௭మ
;  ݓ ൌ ܽݎܿݐ݃ሺݔݕଶ ൅ ݖሻ;  
ܣሺെ1,1,1ሻ,  ܤሺ2, െ2,0ሻ, ܥሺ2,1,0ሻ. 
 
360. ݑ ൌ ௫
௬
െ ௬
௭
െ ௫
௭
;  ݓ ൌ lnሺݔ ൅ ݕଶሻ െ ݔݖ;  
ܣሺ2,2,2ሻ,  ܤሺെ3,4,1ሻ, ܥሺ5,2,3ሻ. 
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361 – 370. Обчислити ݎ݋ݐݑሬԦ  і ݀݅ݒݑሬԦ в точці ܥ. 
 
361. ݑሬԦ ൌ ሺݕ െ ݖ, ݕ, ݔଶ െ ݖଶሻ,   ܥሺെ1, െ2, 3ሻ. 
362. ݑሬԦ ൌ ሺݔଶ െ ݖ, ݔݕ, ݔሻ,   ܥሺ2, െ1 , 3ሻ. 
363. ݑሬԦ ൌ ሺݔ െ ݖ, െݕଶ, ݔݕ ሻ,   ܥሺ3, െ2, െ1ሻ. 
364. ݑሬԦ ൌ ሺݔଶ െ ݕ, െݔ, ݔݖሻ,   ܥሺെ1, 2, 1ሻ. 
365. ݑሬԦ ൌ ሺݔଶ · ݕ, ݔ െ ݖଶ, ݕ െ ݖ ሻ,   ܥሺ1, െ1, 2ሻ. 
366. ݑሬԦ ൌ ሺݕ െ ݖଶ, െݖଶ , ݔݕݖଶሻ,   ܥሺ3, െ2 , 1ሻ. 
367. ݑሬԦ ൌ ሺݔଷ െ ݖ, ݔݕଶ,  ݕଶݖሻ,   ܥሺെ1,2, െ1ሻ. 
368. ݑሬԦ ൌ ሺݔݖଶ, ݔ െ ݕଶ, ݔଶݖሻ,   ܥሺ2, 2, െ1ሻ. 
369. ݑሬԦ ൌ ሺݔ ൅ ݕଶ, ݕݖ, െݔଶሻ,   ܥሺെ2, 1, 1ሻ. 
370. ݑሬԦ ൌ ሺݔଷݕ, െሺݕ ൅ ݖሻ, ݔݖଶሻ,   ܥሺെ1, െ2, 1ሻ. 
 
 
V. Елементи операційного числення 
  
 371 – 380. Знайти оригінал функції ݂ሺݐሻ за заданим 
зображенням ܨሺ݌ሻ.  
 
371. ܨሺ݌ሻ ൌ ଶ
௣యାଶ௣మା௣
.   372. ܨሺ݌ሻ ൌ ଺௣ାସ
ሺ௣ାଵሻሺ௣మାସ௣ାହሻ
.  
373. ܨሺ݌ሻ ൌ ଵ
௣యି଼
.   374. ܨሺ݌ሻ ൌ ଶ
௣యሺ௣మିସሻ
.  
375. ܨሺ݌ሻ ൌ ଶ௣ାଵ଴
ሺ௣ାଵሻሺ௣మିଶ௣ାହሻ
.  376. ܨሺ݌ሻ ൌ ଶ௣
ሺ௣మାଵሻሺ௣మାସሻ
. 
377. ܨሺ݌ሻ ൌ ଷ௣ାଽ
௣యାଶ௣మିଷ௣
.    378. ܨሺ݌ሻ ൌ ௣ିଶ
ሺ௣ିଵሻሺ௣మାଷ௣ାଶሻ
. 
379. ܨሺ݌ሻ ൌ ସ
௣ఱା௣య
.   380. ܨሺ݌ሻ ൌ ଶ௣ାଵ
ሺ௣ାଵሻሺ௣మାସሻ
. 
 
 
 381 – 390. Методом операційного числення розв’язати задачу 
Коші для диференціального рівняння. 
 
381. ݕ െ 2ݕ ൅ ݕ ൌ െ12ܿ݋ݏ2ݔ െ 9ݏ݅݊2ݔ;  ݕሺ0ሻ ൌ ݕ ሺ0ሻ ൌ 0. 
382. ݕ ൅ 2ݕ ൅ 2ݕ ൌ 2ݔଶ ൅ 8ݔ ൅ 6;  ݕሺ0ሻ ൌ ݕ ሺ0ሻ ൌ 0. 
383. ݕ ൅ 10ݕ ൅ 34ݕ ൌ െ9݁ିହ௫;   ݕሺ0ሻ ൌ ݕ ሺ0ሻ ൌ 0. 
384. ݕ ൅ 4ݕ ൅ 20ݕ ൌ 4ܿ݋ݏ4ݔ െ 52ݏ݅݊4ݔ; ݕሺ0ሻ ൌ ݕ ሺ0ሻ ൌ 0. 
385. ݕ െ 2ݕ ൅ 5ݕ ൌ 5ݔଶ ൅ 6ݔ െ 12;  ݕሺ0ሻ ൌ ݕ ሺ0ሻ ൌ 0. 
386. ݕ ൅ 4ݕ ൅ 29ݕ ൌ 26݁ି௫;   ݕሺ0ሻ ൌ ݕ ሺ0ሻ ൌ 0. 
387. ݕ ൅ ݕ െ 2ݕ ൌ 9ܿ݋ݏݔ െ 7ݏ݅݊ݔ;  ݕሺ0ሻ ൌ ݕ ሺ0ሻ ൌ 0. 
388. ݕ ൅ 4ݕ ൅ 5ݕ ൌ 5ݔଶ െ 32ݔ ൅ 5;  ݕሺ0ሻ ൌ ݕ ሺ0ሻ ൌ 0. 
389. ݕ ൅ 6ݕ ൅ 9ݕ ൌ 72݁ଷ௫;   ݕሺ0ሻ ൌ ݕ ሺ0ሻ ൌ 0. 
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390. ݕ െ 4ݕ ൅ 3ݕ ൌ 3݁ି௧௜ఏ ൅ 4ݔ ൅ 1;  ݕሺ0ሻ ൌ ݕ ሺ0ሻ ൌ 0. 
 
 
 391 – 400. Методом операційного числення розв’язати систему 
диференціальних рівнянь з початковими умовами. 
 
391. ൜
ݔ െ 7ݔ ൅ 9ݕ ൌ 0,
ݕ െ ݔ െ 7ݕ ൌ 0,    
ݔሺ0ሻ ൌ 1,
ݕሺ0ሻ ൌ 0.
  
 
392. ൜
ݔ െ 3ݔ െ 4ݕ ൌ 0,
ݕ െ 4ݔ ൅ 3ݕ ൌ 0,   
ݔሺ0ሻ ൌ 1,
ݕሺ0ሻ ൌ 1.
  
 
393. ൜
ݔ ൅ 5ݔ െ 16ݕ ൌ 0,
ݕ ൅ ݔ ൅ 5ݕ ൌ 0,    
ݔሺ0ሻ ൌ 0,
ݕሺ0ሻ ൌ 1.
  
 
394. ൜
ݔ െ 7ݔ െ 4ݕ ൌ 0,
ݕ ൅ 4ݔ െ 7ݕ ൌ 0,   
ݔሺ0ሻ ൌ 1,
ݕሺ0ሻ ൌ 0.
  
 
395. ൜
ݔ ൅ 6ݔ െ ݕ ൌ 0,
ݕ ൅ 4ݔ ൅ 6ݕ ൌ 0,   
ݔሺ0ሻ ൌ 0,
ݕሺ0ሻ ൌ 1.
  
 
396. ൜
ݔ െ 5ݔ ൅ 8ݕ ൌ 0,
ݕ െ 2ݔ െ 5ݕ ൌ 0,   
ݔሺ0ሻ ൌ 1,
ݕሺ0ሻ ൌ 0.
  
 
397. ൜
ݔ ൅ 4ݔ ൅ 9ݕ ൌ 0,
ݕ െ ݔ ൅ 4ݕ ൌ 0,    
ݔሺ0ሻ ൌ 0,
ݕሺ0ሻ ൌ 2.
  
 
398. ൜
ݔ ൅ 2ݔ ൅ 2ݕ ൌ 0,
ݕ ൅ 3ݔ ൅ 3ݕ ൌ 0,   
ݔሺ0ሻ ൌ 0,
ݕሺ0ሻ ൌ 1.
  
 
399. ൜
ݔ ൅ 6ݔ ൅ 2ݕ ൌ 0,
ݕ െ 2ݔ ൅ 8ݕ ൌ 0,   
ݔሺ0ሻ ൌ 1,
ݕሺ0ሻ ൌ 1.
  
 
400. ൜
ݔ െ 4ݔ െ 3ݕ ൌ 0,
ݕ െ 3ݔ െ 4ݕ ൌ 0,   
ݔሺ0ሻ ൌ 2,
ݕሺ0ሻ ൌ 1.
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